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  Esta dissertação é dedicada ao estudo dos monóides factorizáveis e dos semigrupos quase- 
factorizáveis, quer inversos quer ortodoxos. Em ambos os casos estamos perante imagens por 
morfismos injectivos nos idempotentes de produtos semidirectos; no caso inverso, de um 



























  This dissertation is dedicated to the study of factorizable monoids and of almost factorizable 
semigroups, either inverse or orthodox. In both cases, we are in the presence of images by 
morphisms that are injective in the idempotents of semidirect products; in the inverse case, of a 
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  A estrutra dos semigrupos inversos depende fundamentalmente da estrutura do seu semi-
reticulado de idempotentes e da sua maior imagem por um morfismo de grupo. De um modo 
geral, os semigrupos inversos podem ser construídos a partir de produtos semidirectos   ,  de 
semi-reticulados  por grupos  que actuam naqueles. Nos anos 70, McAlister provou que todo 
o semigrupo  é imagem por um morfismo (que separa idempotentes) de um semigrupo inverso -unitário . Dizemos que  é uma cobertura de . McAlister descreveu os semigrupos inversos  -unitários como tendo uma estrutura próxima da de um produto semidirecto de um semi-
reticulado por um grupo. Mais ainda, O’Carroll mostrou que todo o semigrupo inverso  -
unitário se mergulha num produto semidirecto   . Juntando estes dois resultados, concluímos 
que todo o semigrupo inverso é imagem por um morfismo (que se pode exigir que seja injectivo 
nos idempotentes) de um subsemigrupo inverso de um produto semidirecto   . 
  Naturalmente, podemos perguntarmo-nos imediatamente de que tipo serão os semigrupos 
inversos que são imagem por um morfismo de um produto semidirecto   . Inicialmente esta 
questão foi resolvida por McAlister mas foi revisitada por diversos autores, em particular por 
Lawson. Para monóides inversos, prova-se que estes são exactamente os factorizáveis, ou seja, 
aqueles em que todo o elemento é produto de um idempotente por uma unidade. No caso dos  
semigrupos descrevem-se como sendo os quase-factorizáveis.  
  Notemos que no caso inverso é indiferente exigir que o morfismo seja ou não injectivo nos 
idempotentes, porém tal não sucede no caso ortodoxo. 
  Estes resultados foram generalizados para outras classes de semigrupos em direcções várias.   
Neste estudo, além de analisarmos o caso inverso, interessámo-nos pelo caso ortodoxo. 
  Recentemente, Hartmann descreveu a classe dos semigrupos ortodoxos que são imagem por um 
morfismo, injectivo nos idempotentes, de um produto semidirecto de uma banda por um grupo 
como sendo aqueles que são quase-factorizáveis. Tal como no caso inverso, o conceito de quase-
factorizável coincide com o de factorizável quando estamos na presença de um monóide. 
  Esta dissertação está organizada do seguinte modo: 
  No primeiro capítulo, iremos apresentar os conceitos e resultados básicos necessários à boa 
compreensão do trabalho. O segundo capítulo é dedicado ao estudo dos monóides inversos 
factorizáveis e dos semigrupos inversos quase-factorizáveis. No terceiro capítulo descrevem-se 
as coberturas -unitárias de um semigrupo inverso  através de mergulhos específicos, ditos 
estritos, de  num monóide inverso factorizável. O último capítulo é dedicado ao estudo dos 








Capítulo 1  
 























  Neste capítilo são apresentadas as definições e notações necessárias à compreensão dos 
restantes capítulos. São ainda referidos alguns resultados bem conhecidos relativos a estes 
conceitos, cujas demonstrações se omitem e podem ser encontradas por exemplo em 
“Fundamentals of Semigroup Theory”, de John M. Howie. 
 
1.1 Semigrupos. Definições básicas 
 
Definição 1.1.1  Um semigrupo é um par ,, onde  é um conjunto não vazio e  é 
uma operação binária associativa em , isto é, uma operação binária em  que satisfaz 
	  
    	  
         	, 
,    
A uma operação binária associativa chamamos multiplicação quando fazemos uso da linguagem 
multiplicativa, neste caso, em geral, omitimos o seu símbolo e, em vez de escrevermos 	 · 
 
podemos simplesmente escrever 	
, e adição quando fazemos uso da linguagem aditiva, sendo 
comum o uso do símbolo “+” para designar a operação. A não ser que seja dito o contrário, 
usaremos como norma a linguagem multiplicativa. Não havendo perigo de ambiguidades, 
representaremos um semigrupo apenas pelo seu suporte, neste caso . 
 
Exemplo 1.1.2  Sejam  e  conjuntos. Em    definamos a operação 
, ,   ,          ,     ,    
Então,    é um semigrupo que verifica , ,   , , para quaisquer   ,   . 
 
Definição 1.1.3  Seja  um semigrupo. Se existe em  um elemento 1 tal que  
	1  1	  	          	  , 









Observação 1.1.4  Se existir identidade de um semigrupo , ela é única, pois se  e  forem identidades, então     . 
 
Exemplos 1.1.5   
1. Sejam  um conjunto e T o conjunto das transformações, isto é, aplicações, de . Com a 
operação de composição , (T, é um monóide onde a identidade 1 é a aplicação identidade 
de . 
2. Seja   ! . Definamos 	
  	 , com 	, 
   . Temos 	
  	
 , com 	, 
,    
porque 	
  	  	  	
  	
. 
Se #  1, então ,· é monóide. Se # # 1, então ,· é semigrupo mas não é monóide 
porque, dados 	,   , se 	   então 	  	    	, pelo que  não pode ser identidade.  
3. ($, % é semigrupo e $&,+) é monóide. 
4. Seja ' um conjunto não vazio. Aos elementos de ' chamemos letras e às sequências de letras ......( chamemos palavras. Denotemos por ') o conjunto das palavras em A e definamos a 
operação (  ...... ( ...... *    ...... ( ...... *  entre palavras a que chamamos 
justaposição. Com a justaposição, ') é um semigrupo mas não um monóide. Juntemos a ') um 
símbolo 1 , chamado palavra vazia, e definamos 1  1    (com  + ')  e 11  1 . Seja 
A* ') , -1.. Então A* é monóide com identidade 1. 
5. Seja PT  o conjunto das aplicações parciais de  em  (isto é, aplicações /: ' 1  2 ), 
(PT, é um monóide onde a aplicação identidade 1 é a identidade do monóide. 
6. Seja I o conjunto dos elementos de PT injectivos, (I,) é também um monóide. 
 
Definição 1.1.6  Seja  um semigrupo sem elemento identidade. Dado 1 3 , definimos, 
no conjunto 4-1., a operação  por 
	  
  	
   5 	, 
  ; 
	  1  1  	  	   5 	  ; 








Definição 1.1.7  Seja  um semigrupo e 1 3 . Então, 74-8. com a operação  definida 
anteriomente é um semigrupo. 
 
Na sequência da proposição anterior, apresentamos a seguinte definição. 
 
Definição 1.1.8  Dado um semigrupo , define-se 
78  9 ,      5  :; <=:<4-1., 5  =ã? :; <=:<.A 
A este semigrupo chama-se monóide obtido de 7 juntando uma identidade se necessário. 
 
Exemplo 1.1.9  Quando consideramos o semigrupo $, %, temos que $&  $. 
 
Definição 1.1.10  Um grupo , é um monóide onde  
B  , CBD   tal que B  BD  BD  B  1E. 
A este elemento BD chamamos inverso de B no grupo . 
 
Observação 1.1.11  Num grupo , cada elemento de  tem um único inverso. De 
facto, suponhamos agora que B   e que F, G   são inversos de B. Então F  F  1E  F B  G  1E  G  G e, portanto, B apenas admite um único inverso. 
 
Definição 1.1.12  Seja   um semigrupo. Se     é tal que     então   diz-se 
idempotente. Representa-se por H7) ou por H o conjunto dos idempotentes de um semigrupo . 








Exemplos 1.1.13   
1. Se considerarmos o semigrupo $&, %, temos que $&  -0.. 
2. O semigrupo   ,· do exemplo 1.1.2 é uma banda, chamada banda rectangular. 
 
Observação 1.1.14  Se  é um grupo então   -1E., pois se   , então    J D  D J 1E  1E J   1E. 
Obviamente também 1E   logo, tem-se a igualdade. 
 
Definição 1.1.15  Sejam  e  semigrupos. Uma aplicação K:  2  diz-se: 
1. Um morfismo de semigrupos se 	
K  	K
K, 	, 
 + . 
Se  e  forem monóides, K é morfismo de monóides se também 1LK  1M. 
2. A um morfismo injectivo chamamos monomorfismo ou mergulho. 
3. A um morfismo sobrejectivo chamamos epimorfismo. 
4. A um morfismo bijectivo chamamos isomorfismo. 
5. A um isomorfismo de  em  chamamos automorfismo. 
 
Definição 1.1.16  Sejam ,   semigrupos e N:  2   um morfismo de semigrupos. 














Definição 1.2.1  Seja  um semigrupo. Um subconjunto não vazio  de  diz-se um 
subsemigrupo de  se  é fechado para a opeação em , ou seja  
	, 
   J 	
  , 	, 
  . 
 
Definição 1.2.2  Sejam  um semigrupo e ', S subconjuntos não vazios de . Chama-se 
produto dos subconjuntos T e U de , e representa-se por 'S, ao subconjunto de  definido por  
TU  -:   ',   S.. 
Se '  -., representamos 'S por S e S' por S. 
 
Neste contexto, podemos afirmar que um subconjunto não vazio  de um semigrupo  é um 
subsemigrupo se e só se  1 . 
 
Definição 1.2.3  Seja  um semigrupo. Um subconjunto não vazio  de  diz-se 
1. Um ideal à esquerda de  se  1 ; 
2. Um ideal à direita de  se  1 ; 
3. Um ideal de  se  1  e  1 . 
 
Proposição 1.2.4  Seja   um semigrupo e  um ideal (respectivamente, ideal à 
esquerda, ideal à direita) de . Então  é um subsemigrupo de . 
 








Exemplo 1.2.5  Consideremos o semigrupo V, %. O subconjunto $ é um subsemigrupo 
de V  mas não é um ideal pois, por exemplo, 2  $, X4  V    2 % X4 3 $.   
 
Proposição 1.2.6  A intersecção de dois ideais de um semigrupo ou é vazia ou é um 
ideal. 
 
Definição 1.2.7  Seja   um semigrupo e !  ' 1  . Denotamos por Z'[  o menor 
subsemigrupo de  que contém A ao qual chamamos subsemigrupo de 7 gerado por T. 
 
Observações 1.2.8 
1. Z'[ é a intersecção de todos os semigrupos de  que contêm '. 
2. Se  é um monóide com identidade 1 e '  !  podemos tomar o submonóide de  gerado por ' que vai ser -1.. 
 
Definição 1.2.9  Seja  um semigrupo e   . A  (respectivamente  ou ) 
chamamos ideal direito (respectivamente esquerdo ou bilateral) gerado por \. 
 
Observação 1.2.10  Temos   -. ,  e  é o menor ideal direito de  que 
contém . 
 
Definição 1.2.11  Chamamos ideal principal de um semigrupo  a um ideal gerado 









1.3 Relações de equivalência. Relações de Green 
 
Dado   ! um conjunto qualquer, representa-se por B o conjunto das relações binárias de 
, isto é, o conjunto de todos os subconjuntos de   . 
 
Definição 1.3.1  Uma relação binária ]  B diz-se: 
1. Reflexiva se: 	  , 	]	; 
2. Simétrica se: 	, 
  , 	]
 J 
]	; 
3. Anti-simétrica se: 	, 
  , 	]
  
]	 J 	  
; 
4. Transitiva se: 	, 
,   , 	]
  
] J 	]. 
 
Definição 1.3.2  Uma relação binária ]  B diz-se uma relação de equivalência se 
for reflexiva, simétrica e transitiva. 
 
Exemplo 1.3.3  Dado um conjunto qualquer  , a relação identidade de  ,  8^                   -	, 	: 	  ., é uma relação de equivalência.   
 
Exemplo 1.3.4  Dado um conjunto qualquer , a relação universal de , _^    , 
é uma relação de equivalência. 
 
Definição 1.3.5  Seja  um semigrupo. Uma relação binária ] de  diz-se: 
1. Compatível à esquerda se: 	, 
,   , 	, 
  ] J 	, 
  ]; 
2. Compatível à direita se: 	, 
,   , 	, 
  ] J 	, 
  ]; 







Definição 1.3.6  Uma relação de equivalência num semigrupo  diz-se uma: 
1. Congruência à esquerda se for compatível à esquerda; 
2. Congruência à direita se for compatível à direita; 
3. Congruência se for compatível. 
 
Proposição 1.3.7  Dado um semigrupo , a relação identidade e a relação universal são 
congruências. 
 
Terminámos a secção anterior a falar dos menores ideais que contêm um determinado 
subconjunto de um semigrupo. Estes ideais permitem definir, no semigrupo, algumas relações de 
equivalência. Estas relações foram introduzidas por J. A. Green, em 1951, pelo que ficaram 
conhecidas por relações de Green, constituindo desde essa data um elemento essencial no estudo 
dos semigrupos. Vamos definir as relações de Green R, L, H, D e J. 
 
Definição 1.3.8  Seja  um semigrupo e ,   . Definimos 
1.  R  `   ; 
2.  L  `    ; 
3.  J  `   ;  
4. H = R a L; 
5. D = R b L , isto é, D é a menor relação de equivalência em  que contém R 4 L. 
 
Observações 1.3.9   
1. R, L e J são relações de equivalência em , logo H também o é. 








3. Temos o seguinte diagrama em relação à ordem parcial de inclusão 
 
 
Proposição 1.3.10  Seja   um semigrupo. A relação R (respectivamente L) é de 
equivalência e compatível com o produto à esquerda (respectivamente à direita). H, D e J são 
relações de equivalência. 
Demonstração: Vejamos primeiro que R é relação de equivalência: de   1 vem R. 
Se R então    donde R. Suponhamos R e R. Então    e   . 
Logo,    e portanto R. Analogamente se prova que L e J são relações de equivalência. 
H é intersecção de relações de equivalência e portanto relação de equivalência e D é, por 
definição, uma relação de equivalência. Sejam , ,   . Se ,   R, então   , logo,   , donde    e, portanto, ,   R. Da mesma forma se prova 
a compatibilidade de L à direita.  
 
Exemplo 1.3.11  Seja   -, , , . e · definida pela tabela 




Neste semigrupo L  -, , , , , , , . 4 1L uma vez que  
   
∙ e a b c 
e e a b c 
a a e c b 
b b c b c 
c c b c b 











   
   
  -, . 
  -, . 
 
  Estamos em condições de falar em classes de equivalência. Representamos por cd a L-classe do 
elemento   . De modo análogo, representamos por ed a R-classe do elemento   . 
 
Proposição 1.3.12  Sejam  um semigrupo e ,   . Então 
1. L f C	, 
  : 	    
  ; 
2. R f C, g  :     g  . 
 
Proposição 1.3.13  Sejam  um semigrupo,    e   . Se  R  então   , 
isto é, idempotentes em ed  são identidades esquerdas. Analogamente, se  L  então   , 
donde idempotentes em cd são identidades direitas. 
Demonstração: Suponhamos   R  . Então existem 	, 
    tais que   	  e   
 . 
Vem,   	  	  . 
 
Proposição 1.3.14  Sejam ,  semigrupos, N h  i  um morfismo sobrejectivo e 
sejam ,   . Tem-se que se  R  então N R N (analogamente se  L  então N L N). 
Demonstração: Seja N h  i   um morfismo sobrejectivo de semigrupos inversos e 
sejam ,    . Suponhamos que   R  . Então, existem 	, 
    tais que   	  e   
 . 
Logo, por N ser morfismo, N  	N  N	N e N  
N  N
N que implica 
que N R N. 








1.4 Semigrupos regulares  
 
Definição 1.4.1  Seja  um semigrupo. Um elemento    diz-se regular se existe 
	   tal que 	  .  
 
Exemplos 1.4.2   
1. No semigrupo V, %  todos os elementos são regulares pois, para todo o 	  V , temos 	  	 % X	 % 	. 
2. No semigrupo T, com   -1,2,3., o elemento P  k  l  l  m é regular. Temos P  PBP com B  k  l   m. 
  
Exemplo 1.4.3  No semigrupo $, %  não existe qualquer elemento regular e no 
semigrupo $&, % o único elemento que é regular é o elemento 0. 
 
Definição 1.4.4  Um semigrupo diz-se regular se todos os seus elementos forem 
regulares. 
 
Observe-se que, num semigrupo regular existem sempre idempotentes. De facto, se 	    e 	n   são tais que 	  		o	 , então 		o e 	o	  são idempotentes de . Assim, num semigrupo 
regular, podemos sempre ter em conta o seu subconjunto não vazio  . No entanto, este 
subconjunto não é necessariamente um subsemigrupo de  pois nem sempre este subconjunto é 
fechado para idempotentes, como mostra o exemplo seguinte: 
Exemplo 1.4.5  Seja   -, , . e · definida pela tabela 




∙ a b c 
a a b b 
b b a a 
 c c a c 
 







Temos que   é um semigrupo regular pois    ,     e    . No entanto,         -, . não é subsemigrupo de  pois    3 . 
 
 Faz então sentido a seguinte definição: 
 
Definição 1.4.6  Um semigrupo regular   diz-se ortodoxo se o produto de dois 
quaisquer idempotentes é ainda um idempotente. 
 
Exemplo 1.4.7  O semigrupo  apresentado no exemplo 1.3.11 é ortodoxo uma vez que 
  -, . é subsemigrupo de . 
 
Definição 1.4.8  Seja  um semigrupo e   . Um elemento 	   diz-se um inverso 
de  se 	   e 		  	. Representamos por p\ o conjunto dos inversos de . 
 
Exemplo 1.4.9  No semigrupo V, os únicos elementos que admitem inverso são o 1 e 
o X1, sendo os inversos eles próprios. 
 
Exemplo 1.4.10  No exemplo 1.3.11 qualquer elemento admite inverso. 
 
Exemplo 1.4.11  Em T-1,2,3. seja /  k  l  lm. Temos k  l  lm  k  l   lmk  lq  lmk  l   lm, 
com 	  -1,2,3.  qualquer. Temos r  k  l  lm, r  k  ll  lm  s/  pois /r/  /  e r/r        re também /r/  / e r/r  r, logo / tem pelo menos dois inversos.  
 
Proposição 1.4.12  Sejam  um semigrupo e   . Se  é regular então  tem inverso. 







Definição 1.4.13  Um semigrupo (monóide) diz-se inverso se todo o elemento de  
admite um e um só inverso. Dado 	   representamos o único inverso de 	 por 	D. 
 
Definição 1.4.14  Seja t  um monóide inverso. Um elemento   t  diz-se uma 
unidade de t se D  D  1u. Denotemos o grupo das unidades de um monóide inverso t por vw. 
 
Exemplo 1.4.15  T -1,2,3. é semigrupo regular mas não inverso, pelo que já vimos no 
exemplo 1.4.11. 
 
Proposição 1.4.16  Seja  um semigrupo regular. Então  é inverso se e só se para 
quaisquer , P  , P  P.  
Demonstração: Suponhamos que  é inverso. Sejam , P  . Por  ser inverso existe B  sP . Temos, P  PBP  PPBP  PPBP  pois     e PP  P . 
Vejamos que PB  sP. De facto PBPPB  PBPB  PB, pois BPB  B por B  sP. Como  é inverso sP  -B. e como PB  sP, obtemos PB  B. Vejamos 
agora que B  B . Temos B  PBPB  PB  B  logo B  sB . De B  sP  vem 
que P  sB. Como B, P  sB e  é inverso então B  P. Assim, como B  B, temos 
que P  P  e portanto P   . De P    e , P    vem P  PP               PPP  PPP . Analogamente, P  PPP . Destas duas últimas 
igualdades, temos P  PD  B  P como pretendido.  
Recíprocamente, suponhamos que para quaisquer , P  , P  P  e provemos que   é 
inverso. Seja     e suponhamos que n, oo  s , existem inversos porque   é regular. 










Observações 1.4.17  
1. A demonstração anterior prova que se   é inverso então o produto de idempotentes é 
idempotente, pelo que ,· é um subsemigrupo de , sendo até uma banda comutativa. Uma 
banda comutativa chama-se semi-reticulado. 
2. Concluimos então que um semigrupo  regular é inverso se e só se  é semi-reticulado. 
 
Exemplo 1.4.18  IX é semigrupo inverso onde  é um conjunto.  
Recordemos que I  -/: ' 1  2 : / é injectiva.. Começemos por verificar que I é 
regular. Seja /: ' 1  2 S 1  um elemento de I (uma bijecção de ' em S). Definamos 
/n: S 2 ' como sendo a bijecção inversa de /. Então, /o  I e como //´/  / e /n//n  /o 
vem que /n  s/. Logo I é regular. Calculemos I. Seja /  I. Temos, para  
	  ?; /, 	//  	/ logo, pela injectividade de /, se 	  ?; /, 	/  	, isto é, /  1z{* | 
(a identidade em ?; / ). Então I 1 -1}: ' 1 .  sendo óbvio que temos mesmo a 
igualdade. Para concluir que I   é inverso, pela proposição 1.4.16, resta ver que dados 
1}, 1~  I, 1}1~  1~1}. Ora, 1}1~  1}a~  1~a}  1~1}  pelo que os idempotentes 
comutam e, portanto, IX é inverso. É claro que IX é um monóide com identidade 1. 
 
Proposição 1.4.19  Os grupos são precisamente os semigrupos inversos com 
exactamente um único idempotente. 
Demonstração: Obviamente um grupo   é um semigrupo inverso com um único 
idempotente, 1E . Recíprocamente seja  um semigrupo inverso com um único idempotente . 
Então, para todo o 5  , 5D5    55D. Mas, 5  55D5  5  55D5  5 e, portanto,  é a identidade de , logo  é um grupo. 
 
Proposição 1.4.20  Um semigrupo inverso é um semigrupo ortodoxo. 
Demonstração: É consequência imediata do que observámos pois num semigrupo inverso 








Proposição 1.4.21  Sejam  um semigrupo inverso, ,    e   . Temos  
D  , D  DD e  D  . 
Demonstração: Temos que    logo D  . Também  DD  DD  DD   
e DDDD  DDDD  DDDD  DD 
donde D  DD. 
Além disto, DD  DD  DD  D logo D  . 
 
Definição 1.4.22  Sejam   um semigrupo inverso e ,    . Definimos a ordem 
natural em 7 por    se e só se   , para algum   .  
 
Lema 1.4.23  Seja  um semigrupo inverso. 
1. Para todo o idempotente    e para todo o elemento 5   existe um idempotente P   tal 
que 5  5P. 
2. Para todo o idempotente    e para todo o elemento 5  , existe um idempotente P   tal 
que 5  5P. 
Demonstração: Provemos o ponto 1. A demonstração do ponto 2 é análoga.  
Sejam     e 5   . Consideremos P  5D5 . Temos 5D55D5  5D55D5           5D55D5  5D5 e, portanto, 5D5  . Ora, 5P  55D5  55D5  5. 
 
Lema 1.4.24  Sejam  um semigrupo inverso e 5, :  . As seguintes afirmações são 
equivalentes: 
1. 5  :; 
2. 5  P: para algum idempotente P  ; 
3. 5D  :D; 
4. 5  55D:; 







Demonstração: 1  J 2 . Suponhamos 5  : . Então 5  :  para algum    . Logo 5  P: para algum P  , pelo lema anterior. 
2  J  3. Seja 5  P:  para algum idempotente P   . Então 5D  :DP  logo 5D  :D , por 
definição. 
3 J 4. Seja 5D  :D. Então 5D  :D, para algum   . Tomando os inversos temos 
que 5  : . Mas, 5  :  :  5 . Logo  5  5  55D5  55D:  55D:         55D:  55D:. 
4 J 5. Seja 5  55D: .  Pelo lema anterior,  5  :  para algum idempotente   portanto,  5            :  :  5. Logo, 5  55D5  :5D5  :5D5  :5D5. 
5 J 1. Imediato pela definição pois 55D  . 
 
Definição 1.4.25  Seja ,   um conjunto parcialmente ordenado não vazio e  !        
  1 . O conjunto  diz-se um ideal de ordem de  se ,   ,          . 
 
Proposição 1.4.26  Seja  um semigrupo inverso. 
1. Sejam , P  . Temos   P f   DP f   P; 
2. ,  é um conjunto parcialmente ordenado, mais ainda é um ideal de ordem de ; 
3. ,  é um conjunto parcialmente ordenado; 
4. A relação  é compatível com o produto em .  
Demonstração: O ponto 1 resulta do facto de D   e   .  
Quanto ao ponto 2, temos, para todo o elemento   ,    e portanto   . Para todo o , P  , se   P e P   então   P e P  P logo   P  P  P e portanto   P . 
Suponhamos agora que também temos B    e   P  e P  B . Então,   P  e P  PB 
donde   P  PB  B , portanto   B . Logo ,   é um conjunto parcialmente 
ordenado. Sejam 5   e P   tais que 5  P. Então existe B   tal que 5  PB donde 5  , pois  é um subsemigrupo de .  
Relativamente ao ponto 3, sejam , ,   . De   D sai    . De    e    temos 
que   D  e   D . Então,   D  DD  DD  D   ,  







e portanto   . Concluímos que ,  é um conjunto parcialmente ordenado. 
Quanto ao ponto 4 provemos que  é compatível com o produto em . Sejam , ,    tais que    então     P para certos , P  , donde    e   P. Assim,    
e   . 
 
Proposição 1.4.27  Num semigrupo inverso, todo o ideal esquerdo ou direito principal 
tem um e um só gerador idempotente. 
Demonstração: Seja  um semigrupo e suponhamos que , P   são tais que  e P são 
geradores de um ideal esquerdo   de  . Temos   P , então existem 5, 5    tais que   5P e P  5 o que implica que   P e P   pelo que   P e P  . Logo   P. 
 
Teorema 1.4.28 (Wagner-Preston)  Seja   um semigrupo inverso. Então 
existe um conjunto   e um mergulho    I , isto é, a menos de isomorfismo,   é um 
semigrupo de aplicações parciais injectivas. 
Demonstração: Seja  um semigrupo inverso e consideremos   .  
Definamos Φ:  2 I                                             . 
                        2 /d h  D 2 D 
                                                	 2 	 
Cada /d  está bem definida pois D/d  D    D  pois   D  1 D 1 . 
Mostremos que /dé injectiva. Sejam 	, 
  D e suponhamos que 	/d  
/d. Temos,  
                                         	  D J 	  D, para algum    
                                                            J 	D  DD  D  	. 
Então   	/d  
/d J 	  
  	D  
D  	  
 
e portanto /d é uma aplicação parcial injectiva, ou seja, /d  I. 
Vejamos agora que Φ é um morfismo. Sejam ,   . Queremos mostrar que Φ  ΦΦ, 
isto é, /d  /d/.  
Temos, ?; /d  D  DD  e ?; /d/  <; /da?; //dD   DaD/d  DD/d   DDD  DD  ?; /d.  







outra inclusão é óbvia pois de 	  P então 	  5P, para algum 5   e, portanto, 	  P . 
Analogamente 	  . Logo 	  aP. 
(  É óbvio que DDD 1 DD  pois D 1  . A inclusão contrária vem do 
facto de termos   D, donde DD  DDD. 
 
Temos também, para todo o 	  ?; /d  ?; /d/ , 	/d  	  	  	/d/   	/d/. Logo /d  /d/ e, portanto, Φ é morfismo. 
Vejamos agora que Φ é injectiva. Sejam ,    tais que Φ  Φ, isto é, /d  / . Temos  ?; /d  ?; /, com ?; /d  D e ?; /  D, pelo que vem D  D 
e portanto D  D , pois cada ideal esquerdo principal tem um e um só gerador 
idempotente e D  e D  são idempotentes. Logo,   D  D/d  D/   D/  D  . Concluímos portanto que Φ é um mergulho de S em I.  
 
 
Vamos agora mostrar que todo o semigrupo inverso tem uma relação de congruência de grupo e 
que de facto tem mesmo uma menor congruência de grupo. Comecemos pela definição de 
relações de compatibilidade em semigrupos inversos. 
 
Definição 1.4.29  Seja  um semigrupo inverso.  
A relação de compatibilidade esquerda é definida por: 5~: ` 5:D  , para 5, :  ; 
A relação de compatibilidade direita por: 5~: ` 5D:  , para 5, :  ; 
A relação de compatibilidade é definida por: 5~: ` 5:D, 5D:  , para 5, :  . 
 
Observação 1.4.30  Facilmente se verifica que estas relações de compatibilidade são 
reflexivas e simétricas, no entanto, veremos mais à frente que não são transitivas, além disso 
contêm a relação de ordem parcial   em  . De facto se ,     são tais que     então   D  donde D  D    pelo que    . Analogamente    . Portanto   . 
 








Lema 1.4.31  Sejam  um semigrupo inverso e 5, :  , 
1. 5~: se e só se 5  : existe e 5  :D5  :  5D5:D:; 
2. 5~: se e só se 5  : existe e 5  :5  :D  55D::D; 
3. 5  :  se e só se 5  :  existe e temos ambas as igualdades: 5  :D5  :  5D5:D:  e 5  :5  :D  55D::D. 
Demonstração: Iremos apenas provar o ponto 1 pois o 2 é análogo e o 3 é consequência do 
1 e do 2. Suponhamos que 5~:, isto é, 5:D  . Seja   5:D:. Então   5 e   :. Por 
outro lado, dado   5, :, usando a compatibilidade de  com o produto, temos D  :D: e, 
portanto,   D  5:D:  . Logo   5  :. Também  D  5:D:D5:D:  :D:5D5:D:  5D5:D:. 
Recíprocamente, suponhamos que 5  : existe e que 5  :D5  :  5D5:D:. Seja   5 :. Então, uma vez que   5, :, temos   5D e   :D. Logo, 5D  :D e, portanto, 5:D:  55D5:D:  5  :5D5 . Então, 5:D  :5D5:D  que é um idempotente. Logo, 5~:.  
 
Lema 1.4.32  Seja  um semigrupo inverso. 
1. Se 5~: então 5  :  5:D:  :5D:  :5D5  5:D5; 
2. Se 5~: então 5  :   55D:  5:D5  ::D5  :5D:; 
3. Se 5~: então 5  :  :D:  :5D:  :5D5  5:D5  55D:  ::D5. 
Demonstração: Vamos provar o ponto 1. O ponto 2 é análogo e o 3 é consequência do 1 e 
do 2. Já ficou provado na demonstração anterior que 5  :  5:D:. Por 5:D ser um idempotente 
temos que 5:D  5:DD  :5D . Logo 5:D:  :5D: . Por simetria, temos também que 5  :  :5D5 e 5  :  5:D5. 
 
Lema 1.4.33  Sejam  um semigrupo inverso e ] uma das 3 relações ~, ~ ou ~. Então 
dados 5, :, , g  , 
1. 5 ] :,  ] g  5 ] :g; 







Demonstração: Vamos provar o lema para ]  ~ . Para as outras relações de 
compatibilidade é análogo.  
1. Sejam 5~: e ~g . Então 5:D, gD  . Mas, 5:gD  5gD:D  5:D , uma 
vez que gD é um idempotente e portanto 5gD  5. Logo 5:gD é idempotente (pois 
E(S) é um ideal de ordem de ) e obtemos 5~:g.  
2. Sejam 5  :,   g e :~g. Então 5D  :gD  . Logo, 5D  .  
 
Definição 1.4.34  Um subconjunto ' de um semigrupo inverso  diz-se compatível se 
	, 
  ', 	~
. 
 
Lema 1.4.35  Sejam  um semigrupo inverso e 5, :  . 
1. Se 5~:  e  5D5  :D: então 5  :; 
2. Se 5~:  e  55D  ::D então 5  :; 
3. [5] é um subconjunto compatível de  onde [5] denota o ideal principal de ,  gerado por 5. 
Demonstração: Iremos provar os pontos 1 e 3 pois 2 é análogo a 1. 
1. Suponhamos que 5~:   e  5D5  :D: . Então 5  5:D: . Mas, por 5~: , temos 5:D 
idempotente e portanto 5:D:  :. Logo 5:D:  : donde 5  55D5  5:D:  :. 
3. É claro [5] é um ideal de ordem de , , o facto de ser compatível sai do lema 1.4.32. 
 
Definição 1.4.36  Seja  um semigrupo inverso e definamos uma relação  por, para 
quaisquer 5, :   5: ` C:   5, : . 
 
Vamos provar que  é a menor congruência de grupo em . Não escolhemos a definição mais 
usual por opção pois no que se segue, frequentemente, é esta a descrição que é mais útil. 
Normalmente define-se  do seguinte modo: 5: se e só se 5  :, para algum    








Por outro lado, se existe    tal que   5, :, então temos   D5  D: com D  . 
 
Teorema 1.4.37  Seja  um semigrupo inverso. 
1.  é a menor congruência em  que contém a relação de compatibilidade; 
2.    é um grupo; 
3. Se ] for uma congruência em  tal que  ]  grupo, então  1 ]. A relação  é pois a menor 
congruência de grupo em . 
Demonstração: 
1. Comecemos por provar que   é relação de equivalência. Reflexividade e simetria são 
imediatas. Para provar a transitividade sejam , , ,   . Existem elementos , g   tais 
que   ,  e g  , . Então , g  . Pelo lema 1.4.35, [] é um subconjunto compatível e, 
pelo lema 1.4.31, existe   g . Mas então   g  ,   e portanto ,   . Fica provada a 
transitividade de . Pelo facto da relação de ordem parcial ser compatível com a multiplicação 
em , vem que  é relação de congruência. Suponhamos agora que ~. Então    existe e 
portanto   pois     ,  . Logo ~  está contida em  . Seja ]  uma congruência tal que ~ 1 ] . Suponhamos que ,    . Então, existe   tal que   ,  . Logo ~  e ~ . Por 
hipótese ~ 1 ], pelo que , , ,   ]. Mas, ] é relação de equivalência e portanto ,  ]. Logo,  1 ]. 
2. Sejam , P  . É claro que P  P e P   e, portanto, P. Então, todos os elementos 
idempotentes estão contidos numa única classe  donde     é um semigrupo inverso com um 
único elemento idempotente logo, pela proposição 1.4.19, concluímos que    é um grupo.  
Notemos que de um modo geral se  é uma congruência num semigrupo inverso  então    é 
um semigrupo inverso tendo-se D  D , para qualquer    . Além disso, dados ,     tais que    , então     pois se     para algum     temos que        
   onde  é um idempotente de   . 
3. Seja ] uma congruência tal que  ]  é um grupo. Seja ,   . Então,   ,  para algum 
  . Logo ]  ], ]. Mas  ]  é um grupo e portanto, a relação de ordem parcial em  ]  é a 








Lema 1.4.38  (de Lallement) 
Seja  h  i  um morfismo de semigrupos inversos. Se 5 for um idempotente de  existe um 
idempotente  em  tal que 5  . 
Demonstração: Seja  h  i  um morfismo de semigrupos inversos e seja 5   tal que 5  é idempotente. Então 55  5  e portanto, por   ser morfismo, 5 = 55                     5D5  5D5  5D5). Logo, fazendo   5D5  , temos que 5  . 
 
Como iremos verificar a estrutura de um semigrupo inverso  está intrínsecamente relacionada 
com a de grupo   , a sua maior imagem homomorfa de grupo. 
 
 
1.5 Semigrupos E-unitários. Caracterização de 
McAlister dos semigrupos E-unitários 
A classe dos semigrupos E-unitários é uma das mais importantes dentro da teoria dos semigrupos 
inversos. O teorema da cobertura de McAlister, que veremos na capítulo 2, e nos diz que todo o 
semigrupo inverso é imagem por um morfismo que separa idempotentes de um semigrupo E-
unitário, é um dos resuldatos que nos revela essa importância. Os exemplos mais simples de 
semigrupos inversos E-unitários são os produtos semidirectos de semireticulados por grupos. No 
entanto, subsemigrupos inversos destes semigrupos são E-unitários não necessitando os mesmos 
de serem produtos semidirectos. De facto, todo o semigrupo inverso E-unitário pode ser 
mergulhado num produto semidirecto de um semireticulado por um grupo, tal foi demonstrado 
por O’Carrol (1975). Um exemplo concreto de um semigrupo inverso E-unitário é o semigrupo 
inverso livre sobre um conjunto   !, de que se conhecem várias descrições, a mais relevante 
devendo a Munn, usando grafos especiais. 
Neste sub-capítulo iremos apresentar a construção dos semigrupos inversos E-unitários de 
McAlister, conhecida por construção dos P-semigrupos. Demonstraremos pois o P-teorema de 










Definição 1.5.1  Um semigrupo  diz-se E-unitário se para quaisquer    e   ,  
   J   , 
o que é equivalente a termos        . 
 
Observemos que isto equivale a dizer que, para 5   e P  , se P  5 então 5  , ou 
seja acima de idempotentes só há idempotentes. 
 
Definição 1.5.2  Seja ,  um conjunto parcialmente ordenado não vazio e !   1  
um ideal de ordem e sub-semireticulado ,   , C     de . Seja   um grupo que 
actua à esquerda em  ou seja para qualquer B   está definida uma aplicação 
                                                                B:  2    
                                                                    	  B	 
e estas aplicações satisfazem: 
• B  , 	, 
  , 	  
 J B	  B
 
• B, F  , 	  , BF	  BF	 
• 	  , 1E	  	. 
Definimos para quaisquer B   e ' 1 , conjuntos B'  -B:   '. e '  -B: B  ,  '.. 
Supondo que    e B  , C  : B  , 
 definimos  , ^,   -, B    : BD  .. 
Neste conjunto consideramos a operação de produto semidirecto dada por  , B · , F    B, BF, 
para quaisquer , B, , F  , , . 
 
Lema 1.5.3  Nas condições da definição anterior, se ,    e B   são tais que existe 
   então existe B  B e B  B  B  . 







 ,   pelo que BD	      e, portanto,  	  B   . Logo B  B  existe e B  B              B  . 
 
Lema 1.5.4  Nas condições da definição anterior, se , B, , F  , ,   então 
  B existe em  e BFD  B  . A operação está bem definida em , , . 
Demonstração: Suponhamos , B, , F  , , . Então BD, FD  .  
Temos BD   e    o que implica BD     pois  é semireticulado. 
Pelo lema anterior, como existe BD  , obtemos BBD  B    B. Assim   B   e 
portanto, por     e   ser ideal de ordem, temos   B   . Logo, pelo lema anterior, FDBD  B  FDBD  FD . Mas, FDBD  FD  FD    logo FDBD   FD  BFD  B  . Portanto, a operação está bem definida em , , . 
 
Proposição 1.5.5  Nas condições da definição anterior , ,  é um semigrupo 
inverso E-unitário,    e    . 
Demonstração: Já verificámos que a operação está bem definida. Vamos agora ver que é 
associativa.  
Sejam , B, , F, ,   , , . Temos , Bk, F, m  , B  F, F  k  B  F, BFm  
 k  kB  BFm, BFm    B  BF, BF    B, BF,    , B, F, . 
Vejamos agora que   , ,   é regular. Seja , B   . Então, porque BD    e  BDDBD  BBD    , temos BD, BD  . Além disso, , BBD, BD, B    BBD, BBD, B  , 1E, B    1E, 1EB , B 
e  BD, BD, BBD, BD  BD  BD, BDBBD, BD  BD, 1EBD, BD BD  BD, 1EBD  BD, BD 
Logo , ,  é regular. 
Verifiquemos que   -, 1:   .. 
É claro que , 1  , para quaisquer   . Por outro lado,  , B, B  , B f   B, BB  , B  B  B f B  1. 
Logo   -, 1:   .  , já que temos , 1, 1  , 1. Como  é semireticulado 







Para completarmos a 1ª parte do teorema falta ver que   é E-unitário. Suponhamos que , B, 1  . Então   B, B   e portanto B  1. Logo , B  , 1  . 
Logo  é E-unitário. 
Resta verificar que    . Consideremos :   i . 
                                                                   Z, B[  B 
 
Vejamos que  está bem definida: , B, F ` C, 1  : , B, 1  , F, 1 ` C  :   B, B    F, F  B  F 
e portanto  está realmente bem definida. 
Provemos agora que  é injectiva.  
Suponhamos que Z, B[  Z, F[, donde B  F. Seja   BD  BD  . Temos, , BBD  BD, 1    BBD  BD, B      , B    , B 
e , FBD  BD, 1    FBD  BD, F    BBD  BBD, B      , B    , B 
logo , B, F. Portanto  é injectiva. 
Mostremos que  é sobrejectiva.  
Sabemos que para qualquer B  existe    tal que B  , como temos BDB     
obtemos B, B   e ZB, B[  B. Portanto  é sobrejectiva. 
Provemos por fim que  é morfismo.  
Sejam , B, , F  . Então Z, B[Z, F[  Z, B, F[  Z  B, BF[  BF  Z, B[Z, F[ 
logo  é morfismo. Assim,    . 
 
Iremos em primeiro lugar verificar alguns resultados que serão importantes para demostrar o P-
Teorema de McAlister: 
 
Definição 1.5.6  Uma congruência ] num semigrupo inverso  diz-se idempotente pura 










Lema 1.5.7  Seja  um semigrupo inverso. As seguintes afirmações são equivalentes: 
1.  é E-unitário; 
2. ~  ; 
3.  é idempotente pura; 
4.    para qualquer idempotente ; 
5. 1L   . 
Demonstração: 1 J 2) Pelo teorema 1.4.37 a relação de compatibilidade está contida em . Seja ,   . Então   ,  para algum   . Temos que D  D e D  D. 
Mas  é E-unitário e portanto D e D são ambos idempotentes, logo ~. Assim ~  . 
(2 J 3) Sejam   ,    e ,   . Então, por D  D e por   1L  , vem  D   . Mas,   ~  e portanto D~  ~ , o que implica DD  D       . Logo  é idempotente pura.  
(3 J 4) É imediato a partir da definição de congruência idempotente pura. 
(4 J 5) Sendo    um grupo, temos   1L   para qualquer   . Logo   1L  .  
(4 J 1 ) Suponhamos que     onde   é um idempotente. Então ,     logo,        1L  e portanto  é um idempotente. 
 
Lema 1.5.8  Seja  um semigrupo inverso. Temos 
 é E-unitário ` R     < ` L     < ` 1L   . 
Demonstração: Vamos em primeiro lugar provar que  é E-unitário ` R     <. 
(J) Suponhamos que  é E-unitário e consideremos ,    tais que ,   R   . Temos, por 
um lado, ,   R , isto é D  D e, por outro lado , ou seja, existe    tal que   . Mas então D  D. Por D   vem que D   e por  ser E-
unitário e    vem que D  . De D  D vem que   D onde D  logo   . Analogamente    e portanto   . 
Recíprocamente suponhamos que R     <  e provemos que   é E-unitário. Sejam     e    tais que   . Queremos concluir que   . Temos que    e portanto . Por   , vem que   D. Ora, por um lado vem que      D  D  D  D  D 







donde D D  D     e portanto D  .  
Mas,  R D e, por hipótese, R     < donde   D   como queríamos.  
Analogamente se prova que  é E-unitário se e só se L     <. 
Por último vamos verificar que  é E-unitário se e só se 1L   .  
Sabemos que para todo o    e para todo o    temos que    e   . Mas então, 
       e       , logo   é identidade de    e para todo o P  , P    1L   e portanto  1 1L  . 
Seja agora   1L  . Então,    D  C  :   D 
e portanto, como   D   e    vem que    pois  é E-unitário. Logo   1L  1  e temos a igualdade. 
Recíprocamente suponhamos que 1L    e provemos que  é E-unitário. 
Sejam    e    tais que   . Então         1L             . 
Logo  é E-unitário. 
 
Lema 1.5.9  Seja  um semigrupo E-unitário. Sejam 
B  ¡k5D5, B5m: 5  ¢, em que B  ,    
e   -B: B  ,   .. 
Dados B, FP  , temos  B 1 FP ` C:  :   :DP  e  B  F5. 
Demonstração:  Suponhamos B 1 FP. Então  
¡k5D5, B5m: 5  ¢ 1 ¡k:DP:, F:m: :  ¢. 
Fazendo 5  , temos   1, logo , B  B. Então , B  FP e, portanto, existe :   tal 
que   :DP: e B  F:, como pretendiamos. £ Suponhamos que existe :   tal que   :DP: e B  F:. Seja 5  . Temos k5D5, B5m  k5D:DP:5, F:5m  :5DP:5, F:5  FP. 
Logo B 1 FP. 
 
Lema 1.5.10  Nas condições do lema anterior, dados 1, 1P  , temos que 







Demonstração:  Suponhamos 1  1P. Então, pelo lema anterior, existe 5   tal que   5DP5  e 1  15 . Logo 5  1  donde 5    porque sendo   E-unitário tem-se 1L   . Logo,   5DP5  5D5P  5P e portanto   P. £ Suponhamos agora que   P em . Queremos ver que 
 C5  :   5DP5 e 1  15. 
Tomemos 5    . Temos   P    P    P  
e       1L   1  1. 
Logo 1  1P. 
 
Teorema 1.5.11  (P-Teorema de McAlister)  Um semigrupo inverso é 
E-unitário se e só se é isomorfo a um P-semigrupo , , . 
Demonstração: Vamos apenas provar a implicação directa pois a recíproca já foi vista na 
Proposição 1.5.5.. 
Seja  um semigrupo inverso E-unitário. Consideremos      grupo. Dados B  ,   , 
sejam B  ¡k5D5, B5m: 5  ¢ e   -B: B  ,   .. Tomemos   -1: e .. 
O conjunto  fica parcialmente ordenado por inclusão. 
Definimos uma acção de  sobre  tal que para B  , B:  i  
                                                                               F  B · F  BF 
Vejamos que , ,  é um triplo de McAlister, isto é, satisfaz as condições da Definição 1.5.2.. 
Verifiquemos que  é um ideal de ordem de . Recordemos que, para B, FP   tem-se  B  FP ` C5  :   5DP5 e B  F5 
atendendo ao Lema 1.5.9. 
Suponhamos que B  1P . Então existe 5    tal que   5DP5  e B  15 , logo                      5DP55D5 e B  15. Portanto B  1P55D. Queremos  B  1P55D  . Temos  P55D  P55D55D  55DP55D  55D  
e 
B5D  55D  1 (em     ). 
Logo 1P55D  B e, portanto, B  1P55D  . Provámos que  é um ideal de ordem de . 
 
Provemos agora que   é um semireticulado. Sejam 1, 1P    e vejamos que 1   1P   . 







em  o que implica 1P  1, 1P, pelo lema 1.5.10. Seja B§   tal que B§  1, 1P. Então, 
como  é ideal de ordem,  B§  1    B§    B§  1P§ 
onde P§  . Logo 1P§  1, 1P o que implica P§  , P, novamente pelo lema 1.5.10. Temos 
¨P§  P§  P  P§P§A  P  P§  P 
logo, mais uma vez pelo lema, B§  1P§  1P e, portanto, 1P  inf -1, 1P.. 
 
Vejamos agora que a acção acima indicada está bem definida. Observemos em primeiro lugar 
que respeita a ordem, isto é que  B  P  F · B  FB  FP  F · P. 
Ora, 
 B  P ` C5  :   5DP5 e B  5 
                ` C5  :   5DP5 e FB  F5 
                ` FB  FP  
                ` F · B  F. P. 
Sejam B,    e F  . Temos,  B · F  kBFm  kBFm  B · kFm  B ·  · F  
e F  , 1 · F  1F  F. 
Falta apenas verificar que    e B  , C  : B  . 
Ora, como temos B  B · 1, então   . 
Seja B       qualquer. Então, existe 5   tal que B  5. Temos que 5D5  5D55D5 
e B  15 , logo B5D5  155D   . Portanto, como   é ideal, B5D5   . Mas B5D5  B · 15D5  , logo, fazendo   15D5, obtemos que B  . 
 
Concluímos que , ,  é um triplo de McAlister e , ,  é semigrupo inverso E-unitário 
pela Proposição 1.5.5. 
 
Falta agora provar que   , , . 
Consideremos N:  i , ,   -1, B    : BD · 1  .. 
                             5  155D, 5 
Vejamos que N é isomorfismo. 
 
1) N  está bem definida: Seja 5   . Queremos ver que 155D, 5  , ,  . Temos 55D    e, portanto, 155D   . Como 5   , obtemos 155D, 5     . 







Já foi visto atrás que se B    então B55D   , logo 5D · k155Dm   . Portanto 5N  155D, 5  , , .  
2) N  injectiva: Suponhamos que 5N  :N  com 5, :   . Então 155D  1::D e 5  : . 
Pelo lema anterior, 55D  ::D, como R     <, visto  ser E-unitário, 5  :.  
3) N  sobrejectiva: Seja 1, B  , ,  . Temos BD · 1    o que implica BD   . 
Assim, existe P    tal que BD  1P . Portanto existe 5    tal que   5DP5   e            BD  15 . Então   5DPPD5  e BD  5 . Fazendo :  5DP  e tendo em conta que P  1E , uma vez que P  , obtemos   ::D e B  5D  5DP  5DP  : . 
Logo 1, B  1::D, :  :N. Concluímos que N é sobrejectiva. 
4) N  morfismo: Sejam 5, :   . Queremos ver que 5:N  5N:N , ou seja, 15::D5D, 5:  155D, 51::D, :. Ora,  
155D, 51::D, :  155D  5k1::Dm, 5:. 
Portanto basta verificar que 15::D5D  155D  5k1::Dm. 
Para isso comecemos por ver que 15::D5D  155D  e 15::D5D  5k1::Dm  de 
forma a provarmos a inclusão directa. Sabemos que um elemento de 15::D5D é da forma  D5::D5D, , para algum   . 
Temos  D5::D5D,   D5::D5D55D,   D5::D5D55D,  D5::D5D55D5::D5D, 5::D5D 5::D5DD55D5::D5D, 5::D5D  155D. 
Logo 15::D5D  155D.  
Falta apenas verificar a segunda desigualdade. Tomando novamente um elemento de 15::D5D temos que  D5::D5D,   D5::D5D,   5DD::D5D, 55D 5DD::D5D, 55D  5k1::Dm. 
Logo, 15::D5D  5k1::Dm. Portanto 15::D5D  155D  5k1::Dm. 
Falta verificar a inclusão contrária, ou seja, 155D  5k1::Dm  15::D5D. 
Sabemos que 155D   e 155D  5::D  155D. Por  ser ideal de ordem, temos 
que 155D  5::D   . Então existe     tal que 1  155D  5::D . Logo 1  155D e, portanto, pelo lema 1.5.9, existe    tal que   D55D e 1  1 
logo, pela última igualdade,   , visto que 1   por  ser E-unitário. 
Por 1  155D  5::D vem 1  5::D e portanto, pelo lema 1.5.9 de novo, existe g   tal que   gD::Dg e 1  5g. Desta última igualdade, vem gD  5. Então 5DgD  5DgD  5D5  5D5  1 . Logo 5DgD   , novamente 







Para provarmos que 1  155D  5k1::Dm  15::D5D, temos de mostrar que  
C 5n  :   5nD5::D5D5o e 1  15n (lema 1.5.9). 
Temos      D55DgD::Dg  D55DgD::Dg  D5::D5DgDg    D5::D5DgDg  gDgD5::D5DgDg  gDgD5::D5DgDg 
e como 1gDg  1gDg  1gDg  1 , como pretendiamos. Logo 1                15::D5D. 
 
Provámos assim que  N:  i , ,   -1, B    : BD · 1  .   é  isomorfismo.   
 
Terminamos este sub-capítulo recordando a observação 1.4.30. Provemos que o facto de a  
relação de compatibilidade ser transitiva é uma propriedade característica dos semigrupos 
inversos que são E-unitários. 
 
Teorema 1.5.12  Seja   um semigrupo inverso. A relação de compatibilidade é 
transitiva se e só se  é E-unitário. 
Demonstração: Seja 5    e suponhamos que ~  é transitiva. Seja   5  onde   é um 
idempotente. Então   5D  5D e portanto 5D é idempotente. Analogamente 5D é um 
idempotente pois   D  5D . Logo 5~. Claramente também temos ~5D5 e, por ~ ser 
transitiva, 5~5D5. Mas então 55D5D  5 é um idempotente. Logo  é E-unitário. 
Recíprocamente, suponhamos que   é E-unitário e que dados 5, :,     temos 5~:  e :~ . É 
claro  que   5D::D   é  idempotente  (pois  é  produto  de  idempotentes)   e  5D::D             5D::D  5D. Mas,  é E-unitário e portanto 5D é idempotente. Analogamente 5D 















Monóides inversos factorizáveis 





















   
  Neste capítulo apresentamos os conceitos de monóide inverso factorizável e de semigrupo 
inverso quase-factorizável, mostrando como se relacionam entre si. 
Descreveremos os semigrupos inversos quase-factorizáveis e os monóides inversos factorizáveis 
como sendo imagens por morfismos (injectivos nos idempotentes) de produtos semidirectos de 
semi-reticulados por grupos; no caso dos monóides estes semi-reticulados têm identidade. 
 
2.1 Monóides inversos factorizáveis e semigrupos 
inversos quase-factorizáveis 
 
Definição 2.1.1  Um monóide inverso t diz-se factorizável se t  t · ©t ou, 
equivalentemente, se para todo o   t existe   ©t tal que   .   
 
Exemplo 2.1.2  I é monóide inverso factorizável se e só de  é conjunto finito. 
 Suponhamos que  é um conjunto finito.  
Já foi verificado, no exemplo 1.4.18 que I é monóide inverso com identidade 1, sendo a 
inclusão a relação de ordem natural. Assim, /  r em I se e só se / é restrição de r. Mais 
ainda, ©I  G, o grupo das bijecções em . 
Provemos que é factorizável. 
Seja  /: ' 1  i S 1  um elemento de I. Sabemos que / é injectiva, logo #'  #S e 
#\'  #\S. Então, existe r: \' i \S bijectiva. 
Consideremos / , r:  i  . Temos que <}/ , r  / , onde <}   I   e / , r ©I, logo, I é factorizável. 
£ Iremos provar “por contra-recíproco”. Suponhamos agora que   é infinito. Seja 	  . 
Então, #  #\-	.  e portanto existe uma bijecção P:  i \-	. . Claramente, P  não é 
restrição de nenhuma bijecção em . Logo, não existe /  ©I tal que P  /, donde I 
não é factorizável. 
 








Demonstração: Seja t  um monóide inverso. Iremos dividir a demonstração em dois 
casos: t finito e t infinito. 
1º Caso: Suponhamos que t é finito. Pelo teorema de Wagner-Preston, a aplicação N: t  It                              
                                                                         2 /d h  tD 2 tD 
                                                                                                  	 2 	 
é um mergulho. 
No exemplo anterior vimos que It é monóide inverso factorizável logo t é mergulhável num 
monóide inverso factorizável. 
2º Caso: Suponhamos que t é infinito. Seja «  t , to onde #t  #to e t   tn  !.  
Consideremos K: t i I«                                                   . 
                                               i /d: ' i S, com ', S 1 «  t , to e  /d bijectiva. 
Ora, #ktn , t\'m  max-#tn, #t\'.  #to , pois #t\'  #t  #to  e, analogamente, #tn , t\S  #to. Logo, existe P: tn , t\' i to , t\S aplicação bijectiva. 
Seja   I « · ©I «  monóide inverso factorizável. Temos, /d  1}/d , P , onde 1}   I «  e /d , P  © I « . Logo, K  /d    e portanto t  é mergulhável num 
monóide inverso factorizável da seguinte forma  t    , onde  é factorizável por definição. 
                                                                                 /d  
 
Definição 2.1.4  Um subconjunto ' de um semigrupo inverso  diz-se admissível se 
for um ideal de ordem compatível. O conjunto de todos os subconjuntos de  admissíveis denota-
se por ¯7. 
 
Proposição 2.1.5  Seja  um semigrupo inverso. Então, ° é monóide inverso. 
Demonstração: 1. Provemos que ° é semigrupo.  é semigrupo e portanto   !, logo, 
existe   . Como já vimos atrás Z[ é um subconjunto compatível de  logo °  !. 
Sejam ', S  °. Temos de ver que 'S  °. Provemos primeiro que 'S é ideal de ordem. 







Logo, DD  D  , pois  é ideal de ordem de . Analogamente se prova 
que D  . Assim, acabámos de provar que 'S  é ideal de ordem compatível e 
consequentemente pertence a °. Logo, ° é semigrupo. 
2. Provemos que ° é regular. Seja '  °. Provemos primeiro que 'D  -D:   '. ° . Sejam D, D  'D . Temos que DDD  D    (pois ,   '  e '  é 
compatível) e DDD  D   (pelo mesmo motivo), logo 'D é compatível. Seja 
agora 5    tal que 5  D . Então, 5D  DD   , donde, 5D  '  e portanto  5                  5DD  'D, o que prova que 'D é ideal de ordem. Consequentemente 'D  °. Para 
provarmos que '  é regular vamos verificar que ''D'  ' . É óbvio que ' 1 ''D' , pois   D. Seja D  ''D' com , ,   '. Temos  ,   '  D    D  . 
Por   '  e '  ser ideal de ordem, vem D  ' . Provou-se que ''D' 1 '  e portanto ''D'  '. Logo ° é regular. 
3. °  é monóide. Sabemos que   é ideal de ordem de  . Sejam , P   . Temos  DP  P   e PD  P   logo  é conjunto compatível e, portanto, pertence a °. Será que, para todo o '  °, '  '  '? Sejam   ' e   . Temos        ' pelo que '  1 '. 
Dado   ',   D  ' , logo ' 1 ' . Portanto '   '. Analogamente se 
prova que  '  '. 
Logo ° é monóide com identidade . 
4. Provemos que k°m  -'  °: ' 1 .. 
Se '  ° é tal que ' 1  dados , P  ' temos P  P donde P  '. Logo '' 1 ', mas 
é claro que ' 1 '' (pois ' 1  e para   ',    pelo que '  ''.  
Suponhamos que '  '. Seja   ', então existem ,   ' tais que   , donde   D  D  DD  , pois D, D  . 
É claro que dados ', S  ° se tem 'S  S'  uma vez que os idempotentes em  
comutam. Logo ° é um semi-reticulado e portanto ° é inverso. 
 
Teorema 2.1.6  Seja  semigrupo inverso. Temos que ²:   ° é um mergulho. 
                                                                                                          Z[ 
Demonstração: De facto ² está bem definida pois Z[ é um ideal de ordem compatível, 
para todo o   . 
Vejamos que ²  é injectiva. Sejam ,     tais que ²  ² . Então, Z[  Z[ . Temos que   Z[  Z[ logo   . Analogamente    e portanto   . Logo ² é injectiva. 
Falta agora verificar que ² é morfismo. Temos que ²  Z[. Recordemos que um ideal de 







  ·  . Sejam , P   . Temos   D   ·  , logo  1  ·  . Sejam , P   . Temos P  DP  DP        PD  PD   , pois PD  é idempotente e consequentemente 
também  PD é idempotente. Logo  ·  1 . Portanto    ·. Logo ² é um mergulho. 
 
Definição 2.1.7  Um semigrupo inverso  diz-se quase-factorizável se  
5  , C'  ©k°m: 5  '. 
 
Lema 2.1.8  Seja  um semigrupo inverso e ' um subconjunto de  admissível. 
1. Se 5, :  ' e 5D5  :D:, então 5  :; 
2. Se 5, :  ' e 55D  ::D, então 5  :; 
3. Os conjuntos 'D'  -D:   '. e ''D  -D:   '. são ideais de ordem de .  
 
Demonstração:  
1. Sejam 5, :  '. Então, 5 e : são compatíveis logo, pelo lema 1.4.35, 5  :. 
O ponto 2 é análogo ao ponto 1. 
3. Provemos o resultado para 'D'. Seja D  'D' onde ,   '. Por hipótese, ~ e pelo 
lema 1.4.32,   D     existe. Mas, ' é ideal de ordem e        logo,   '. 
Também D  DDD  DDD  DDD  D , pois D   . Então 'D' 1 -D:   '. . A inclusão contrária é imediata. Falta apenas 
verificar que 'D'  é um ideal de ordem. Seja   D . Tomemos    . Então     e 
portanto   ', pois ' é ideal de ordem. Mas D  D  , logo   'D'. Concluímos  
que 'D' é ideal de ordem. 
 
Proposição 2.1.9  Seja  monóide inverso. As unidades de ° são os subconjuntos da 
forma ZB[, com B  ©.  







Logo, pelo lema 1.4.35,    o que implica que    Z[. Portanto ' 1 Z[. Mas, ' é ideal de 
ordem e   ', logo '  Z[. Para garantir que   © resta provar que também D  1. 
Temos que  ''D    ZD[    1  D  1  D. 
Falta ver que se B  © então ZB[ é uma unidade de °. Se B  ©,  temos BDB  1        BBD. Ora, ZB[DZB[  ZBD[ZB[  ZBDB[  Z1[  ZB[ZB[D  , logo, ZB[ é unidade de °. 
 
Proposição 2.1.10  Seja  um monóide inverso. Então,  é quase-factorizável se e só 
se  é factorizável. 
Demonstração:  Suponhamos que  é quase-factorizável. Então para todo o 5   , 
existe '  ©k°m tal que 5  '. Pela proposição anterior '  ZB[, para algum B  ©. Logo 
para todo o 5  , 5  B, para algum B  ©. Logo  é factorizável. £ Suponhamos que  factorizável. Então para todo o 5   existe   © tal que 5  . 
Portanto 5  Z[, onde Z[ é unidade de °, o que prova que  é quase-factorizável. 
 
Proposição 2.1.11  Seja ´ um monóide inverso factorizável e seja   ´\©´. Então 
 é um semigrupo inverso quase-factorizável.  
Demonstração: Mostremos primeiro que se   ´ D  1 ` D  1.  Suponhamos D  1 . Como ´  é factorizável, existe B  ©´  tal que   B . Então,   BD  B. Logo   ©´ e portanto D  1. £ É análogo. 
Tendo em conta o que acabámos de provar, concluímos que se     ´\©´, temos   ´ e  3 ©´ e, portanto,   ´, D  1 e D  1. Mais ainda vamos ter D, D  . De 
facto, se D  ©´, então, como D  , vem que D  1, o que é absurdo. Logo D 3 ©´. Analogamente, D 3 ©´.  
Vejamos agora que   ´\©´ é semigrupo. 
Sejam ,   . Então, ,   ´ e ,  3 ©´. Queremos provar que   . Ora, ,   ´ e ´ é 







Provemos agora que  é inverso. Suponhamos que    e D 3 . Então D  ©´ donde    DD  ©´, o que é absurdo. Logo D   e  é semigrupo inverso. 
Vejamos agora que  é quase-factorizável. Sejam    e B  ©´ tal que   B.  
Consideremos '  ZB[   . É claro que ' é um subconjunto de  e contém .  
Será ' compatível? Sejam 	, 






















D  . Analogamente, 	D
  . Assim ' é compatível. 
Será '  ideal de ordem de ? Sejam 	  , 
  '  tais que 	  
 . Queremos ver que 	  ' . 
Temos que 	  
 e 
  '  ZB[   , logo 	  ZB[. Portanto, 	  ZB[     '. 
Logo ' é ideal de ordem e podemos concluir que '  °. 
Falta verificar que ' é uma unidade de °, isto é, que ''D    'D'. Sejam 	, 
  '. 
Então, por '  ser compatível, 	
D   . Seja    . Temos que   BBD                     BBD. Verifiquemos que B  '. 
Ora B  B implica que B  ZB[. Resta verificar que B  . Suponhamos que B 3 . Então, B  ©´ e, portanto, 1  BBD  BBD  , o que é absurdo pois se   ´\©´ 
então   ´\-1.. Logo B  , pelo que B  '  ZB[   , o que prova que   ''D. 
Concluímos que   ''D.  
Provar que   'D' é análogo. Portanto, '  ©°. 
Fica assim demonstrado que   ´\©´ é um semigrupo inverso quase-factorizável.  
 
Teorema 2.1.12  Seja  um semigrupo inverso (sem identidade) quase-factorizável. 
Então existe um monóide inverso factorizável ´ tal que   ´\©´.  
Demonstração: Seja <:   ° o mergulho (já considerado no teorema 2.1.6). 
                                                 Z[  
 
Tomemos ´ 1 ° tal que ´  < , ©k°m, em que < é um subsemigrupo inverso de ° 
por ser imagem homomorfa de  e, claro, ©° é um subgrupo de °. 
Provemos que ´ é fechado para inversos. Seja '  ´. Então, '  < ou '   ©°.  
Se '  < existe    tal que <  ' e portanto D<  <D  'D  <. 
Se '  ©°, obviamente 'D  ©°, donde se conclui que ´ é fechado para inversos. 
Vejamos agora que ´  é um subsemigrupo inverso de °. Sejam ', S  ´ . Se ', S  <  ou 'S  ©° então 'S  < ou 'S  ©°. Vejamos agora o que se passa no caso em que, 
sem perda de generalidade, '  < e S  ©°. Neste caso, provaremos que ´ é fechado, isto 







Como S  ©k°m  implica SSD    e D   , logo existe   S  tal que D                     D. 
Provemos que Z[  Z[S: 1 Se 	  Z[ então 	  	D	  	D	. Mas, 	D	    e   S  ideal de ordem, 
logo 	D	  S e, portanto, 	  	D	  Z[S.     µ Se 	  Z[S  então 	  : , onde :    e   S , donde 	  ::D: e, como :D:   , 
tem-se :D:  S. Temos  :D::D:D  :D:D:D:  D:D::D:  D:D:  :D:  D  D, 
e como :D:,   S implica que :D:~, pelo lema 1.4.35, obtemos :D:  . 
Logo 	  :  ::D:  :  , pelo que 	  Z[. 
Assim <  Z[  Z[S  <. Fica provado que ´ é um subsemigrupo inverso de °. 
É claro que o semigrupo inverso ´ tem identidade  e o seu grupo das unidades é o mesmo 
que o grupo das unidades de °. Além disso, a relação de ordem parcial em ´ é a restrição da 
relação de ordem parcial em °. 
Sejam '  ´ e 5  . Então, como ' é ideal de ordem de , temos  Z5[ 1 ' ` 5  '. 
Mostremos agora que ´ é um monóide inverso factorizável. 
Seja Z5[  ´  com 5   . Pelo facto de   ser quase-factorizável temos 5  '  para algum ' ©°. Mas, ' é também unidade de ´ e Z5[  ' em ´. 
Logo ´ é um monóide inverso factorizável. Por construção,   ´\©´, uma vez que < é um 
mergulho e ´\©´  <. 
 
 
2.2 Teoremas de divisão 
Os resultados deste sub-capítulo centram-se nas propriedades dos produtos semidirectos de semi-
reticulados por grupos. Iremos caracterizar os semigrupos inversos que são imagens por um 
morfismo (que separa idempotentes) de um tal produto semidirecto, como sendo os semigrupos 
inversos quase-factorizáveis. 
Dizemos que um semigrupo inverso divide o produto semidirecto de um semi-reticulado por um 
grupo se for imagem por um morfismo de um subsemigrupo inverso desse produto semidirecto. 
 
Definição 2.2.1  Sejam  um grupo e  um conjunto sobre o qual  actua.  
Se  for conjunto parcialmente ordenado, dizemos que  actua em  por automorfismos de 







  P ` B ·   B · P. 
Observemos que é suficiente assumir que   P implica B ·   B · P, pois se B ·   B · P então BD · B ·   BD · B · P e, portanto, 1 ·   1 · P, logo   P. 
Se   for um semi-reticulado no qual   actua por automorfismos de ordem, então podemos 
verificar que B ·   P  B ·   B · P, B  , , P  . 
Seja    o conjunto    com a multiplicação definida por, para , B, P, F    , , BP, F    B · P, BF. 
A este conjunto    chamamos o produto semidirecto do semi-reticulado  pelo grupo .  
 
Teorema 2.2.2      é um semigrupo inverso E-unitário, cujo semi-reticulado dos 
idempotentes é isomorfo a ,  e       . 
O semigrupo    é um monóide precisamente quando  tem identidade. 
Demonstração:  Claramente    é um  semigrupo pois a operação está obviamente bem 
definida e é associativa:  
         k, BP, Fm<,     B · P, BF<,   k  B · P  BF · <, BFm 
          ¶  kB · P  B · F · <m, BF·  ¶  kB · P  F · <m, BF·  , BP  F · <, F    
          , BkP, F<, m.   
Vamos agora determinar os idempotentes do semigrupo    . Seja , B      tal que , B, B  , B. Então,   B · , BB  , B  BB  B  B  B  B  1. 
Também , 1, 1    1 · , 11    , 1  , 1. Logo, os idempotentes de    são 
os elementos da forma , 1. É então claro, a partir da definição de    que    é um 
subsemigrupo de     e a função , 1    é um isomorfirmo de     para  . Logo    é um semi-reticulado. 
Provemos agora que o semigrupo    é inverso. Sejam , B, BD, BD    .  
Temos, , BBD, BD, B    B · BD, BBD, B    BDB · , 1, B    
              , 1, B  , 1, B    1 · , 1B    , B  , B. 
Logo, o semigrupo    é regular.  
Como os idempotentes de    comutam,    é um semigrupo inverso. 
Observando de novo que , BBD, BD  , 1, facilmente se verifica que a relação de 







, B  P, F `   P e B  F. 
Se , 1  P, B então B  1 e, portanto,    é E-unitário. Segue da descrição da relação de  que , BP, F  B  F. 
Quanto à implicação recíproca sai do facto de termos   P, B  , B, P, B. 
Portanto, , BP, F  se e só se B  F  e    σ    visto que Z, B[  B  dá-nos um 
isomorfismo. 
Falta apenas mostrar que    é um monóide exactamente quando   tem identidade. 
Suponhamos que  tem identidade <. Temos   <  , para qualquer   . Então, < é elemento 
máximo de  e <, 1 é um elemento idempotente de    que satisfaz <, 1, B  <  1 · , B  <  , B  , B. 
Analogamente, , B<, 1  , B . Logo, <, 1  é a identidade de    . Recíprocamente, 
suponhamos que <, 1 é identidade de    . Então, em particular, <, 1P, 1  P, 1, para 
todos os idempotentes P, 1    . Logo, <  P  P, para todo o P  . Consequentemente, < 
é a identidade de .  
 
Lema 2.2.3  Seja  um semigrupo inverso. Se '  °, então  < ,   ', ;  <<   ', ' 1 . 
Demonstração: < Sejam ,   ' . Então, por '  ° , D    e, portanto, ZD[  1L  , o que implica que Z[Z[D  1L  . Logo, Z[  Z[ donde  . << É consequência imediata de <. 
 
Lema 2.2.4  Seja  um semigrupo inverso quase-factorizável. Temos que, 
a) 5          C'  ©k°m   C  ':  5  ',   D; 
b) 5         C  5:    D. 
Demonstração: a) O semigrupo   é quase-factorizável pelo que dado 5   , existe '  ©°  tal que 5  ' . Se    , então existe   '  tal que   D , pois 'D'                     .  









Proposição 2.2.5  Se  é um semigrupo inverso quase-factorizável E-unitário, então 
      . 
Demonstração: Sejam 5     e    . Definimos 5 ·   D , com   5 e   D . Esta operação está bem definida, pois pelo lema anterior existe     nestas 
condições e é único porque se ,   5 e   D  D, então L e  o que implica que    (pois  é E-unitário e consequentemente L     <). Vejamos agora que 
a) 1L  ·    
b) 5 · P  5 · 5 · P 
c) 5 : ·   5: · . 
a) Dado   , temos   1L   e   D, donde 1L  ·   D  . 
b) Temos também 5 · 5 · P  D D, com   D, 5, P  D e 5. Então,  P  DD  DDD  DDD 
com 5D, visto que D  D   pois . 
Por outro lado, de  obtemos ~, pois  é E-unitário. Então D   pelo que  DD  DDD  D. 
Assim,  5 · P  DDD  DD  D  DD  D  DD 
          DD  DDDD  DDD  DDD  DD. 
c) Nesta última alínea queremos provar que 5 : ·   5: · , ou seja, 5: ·   5 ·: · . Temos, : ·   D com   D e : 
e 5 · D  D com D  D e 5. 
Então 5: ·   D  DD  DD  D  5 · : ·  , porque 5:    e  D  DD  DD  D  . 
Consideremos agora a aplicação N:  i     . 
                                                           D,  
 
Suponhamos N  N. Então, D  D e   , donde R e , logo    (pois  é 
E-unitário e por isso R     <). Logo N é injectiva. 
Seja , 5      . Pelo lema anterior, existem '  ©° e   ' tais que   D 
e 5  '. Temos 5  '  ' 1 5    5  5   
donde N  D,   , 5. Logo, N é sobrejectiva. 







Temos, NN  D, D,   D · D,   DD,  , 
onde D  D e .  
Ora,  implica D, D   e, portanto, DD  DDD  DDD  DDDD  DD  D. Então, 
 NN  DD,   D,   DD,   DD,     
                N. 
Logo, N é um isomorfismo e obtemos       . 
 
Definição 2.2.6  Sejam  e  semigrupos inversos. Um morfismo :  i  diz-se cheio 
se  1 <;. 
 
Observação 2.2.7  Morfismos sobrejectivos são sempre cheios, pois se  for morfismo 
sobrejectivo  1   <;. 
 
Proposição 2.2.8  < Seja :  i  um morfismo cheio de semigrupos inversos. Então 
 induz um morfismo do grupo das unidades de ° para o grupo das unidades de °. << Dados  e  semigrupos inversos isomorfos, se  é quase-factorizável então  também o é. 
Demonstração: < Em primeiro lugar observemos que se P   então existe    
tal que P  . De facto por  ser cheio existe 5   tal que P  5. Logo 5D  5D  P 
donde P  PP  5 5D  55D em que   55D  . 
Consideremos N: ©° i ©° e vejamos que N é morfismo. 
                                        ' i ' 
Seja '  ©° subconjunto compatível de  e consideremos ' 1 . Sejam ,   '. Temos D  ' e  D  D  D  e  D  D  D. 
Ora, DD  DD  D , pois ,   '  conjunto compatível e, 
analogamente, DD  D, logo ' é subconjunto compatível de . 
Vejamos de seguida que '  é ideal de ordem. Seja :    com   '. Então, :  :D:  e :D:   . Por   ser morfismo cheio, existe     tal que   :D: . Logo :                       . Mas, ' é ideal de ordem de  e portanto    e   '. Logo :  '.  
Concluímos que ' é ideal de ordem de . 







A fim de provar que a aplicação N está bem definida falta mostrar que ' é uma unidade de °, isto é, que ''D  'D'  . Provemos então que 'D'   (a 
outra igualdade é análoga). Obviamente 'D' 1 , pois ' é subconjunto compatível 
de . Seja   . Como  é morfismo cheio existe o   tal que o  . Temos que ' é 
unidade de ° logo 'D'  . Portanto existe   ' tal que D  o. Então,   o         D  D. Concluímos que  1 'D'. Logo 'D'  . 
Analogamente, também ''D  . Assim ' é unidade de ° e consequentemente a 
aplicação N está bem definida. 
Falta apenas verificar que é morfismo. Sejam ', S  ©°. Temos, 'NSN  'S  'S  'SN 
e portanto N é morfismo. 
<< Seja  h  i  um isomorfismo. Suponhamos que  é quase-factorizável. Seja :  . Então 
existe 5    tal que :  5  e existe '  ©° tal que 5  '. Logo :  5  '  mas ' ©°. Portanto  é quase-factorizável. 
 
Teorema 2.2.9  Um semigrupo inverso é um produto semidirecto de um semi-reticulado 
por um grupo se e só se é E-unitário e quase-factorizável. 
Demonstração: A implicação contrária já se encontra provada na Proposição 2.2.5. Vamos 
então provar a implicação directa. 
Seja  um semigrupo inverso isomorfo a um produto semidirecto de um semi-reticulado por um 
grupo. Sem perda de generalidade, atendendo à Proposição 2.2.5, suponhamos que  é da forma   , para algum grupo  e semi-reticulado . 
No teorema 2.2.2, já foi verificado que    é um semigrupo inverso E-unitário. Falta  verificar 
que é quase-factorizável. Para isso, comecemos por verificar que todo o subconjunto ' de    
da forma   -B., onde B  , é um subconjunto admissível de : 
Sejam P, F      e 
, B    -B. tais que P, F  
, B. Então P  
 e F  B, o que 
implica que P, F  P, B    -B., logo   -B. é ideal de ordem. Suponhamos agora que P, F, 
, B    -B..  
Temos P, BDF, B  BDP, BDF, B  BDP  BDF, BDB  BDP  BDF, 1     
e, analogamente, também P, BF, BD     . Portanto   -B.  é admissível. Seja '    -B. . Vimos que 'D', ''D 1  . Dado , 1     , temos , 1                     , BBD, BD  ''D . Logo   ''D . Analogamente   'D'  e, portanto, 
todo o conjunto ' desta forma é uma unidade de °. 








Teorema 2.2.10  Seja   um semigrupo inverso. As seguintes afirmações são 
equivalentes: 
a) O semigrupo   é isomorfo a um produto semidirecto de um semi-reticulado por um 
grupo; 
b)  é E-unitário e   ,   , C  : ~  e  D  . 
Demonstração:  
a)  b) Suponhamos que  é semigrupo inverso isomorfo a um produto semidirecto de um 
semi-reticulado por um grupo. Pelo Teorema 2.2.2,  é semigrupo E-unitário. Sejam P, B   e , 1  . Consideremos B · , B  . Temos   B ¹ , BP, BD  B ¹ , BBD ¹ P, BD  B ¹   BBD ¹ P, BBD  B ¹   P, 1   
e P, BB ¹ , BD  P, BBDB ¹ , BD  P  BBDB ¹ , BBD  P  B ¹ , 1   
logo B ¹ , B  P, B e B ¹ , BDB ¹ , B  BDB ¹ , BDB ¹ , B  BDB ¹   BDB ¹ , BB.    , 1         , 1,  
que prova o que queríamos. 
b)  a) Suponhamos que  é E-unitário e que    ,   , C  : ~  e  D  . 
Consideremos 
 h     i  
                                                                       Z5[,   D    onde   D e 5 
e vejamos que    actua em  à esquerda do seguinte modo: dados 5     e   , 
definimos 5 ·   D, em que   D e 5. 
Sejam 5   e   . Por hipótese existe    tal que D   e ~5. Mas  é E-unitário 
e, portanto, pelo Lema 1.5.7, ~    (este resultado irá ser usado por diversas vezes nesta 
demonstração). Logo existe    tal que D   e 5 o que prova que  está bem definida. 
Temos que Z1[ ·   D , onde   D  e 1 . Como   é E-unitário, pelo Lema 1.5.7, 1L   , logo   . Então D  D e  logo, pelo Lema 1.5.8,    . Portanto Z1[ ·   D  D    .  
Provemos agora que, para :, 5   e   , Z:[Z5[ ·   Z:[Z5[ · . Temos  Z:[Z5[ ·   Z:[D, onde   D e 5  
e  Z:[D  D, onde D  D e :. 
Então :5  5    e    D  DD  DD  D,  logo  Z:5[ ·   D  DD  DD  D  Z:[D  Z:[Z5[ · . 
Falta verificar que, para 5   e , P  , se tem Z5[ · P  Z5[ · Z5[ · P. 







Então,  P  DD  DDD  DDD   e   D    5. 
Ora, D55D pelo que, sendo  E-unitário, temos D  , donde D   também. 
Analogamente, D, D  . 
Logo Z5[ · P  DDD  DDD  DD 
                           =DDD  DDD  DD  Z5[ · Z5[ · P. 
Queremos agora ver que   P  implica que Z5[ ·   Z5[ · P . Temos Z5[ ·   D , onde   D  e 5 , e Z5[ · P  D , onde P  D  e 5 . Então de   P , obtemos D       D e, como ~, pelo Lema 1.4.35,   . Como também D  D, vem D  D, 
ou seja, Z5[ ·   Z5[ · P. Portanto     actua em  por automorfismos de ordem.  
Consideremos N h  i  ¶  , ·  definida por N  D,   e provemos que esta 
aplicação é um isomorfismo. 
Obviamente está bem definida pois tomando    , D    e     . Como   é E-
unitário, pelo Lema 1.5.8, R     <  o que implica que N  é injectiva, pois para ,     se 
D  D  e  então   . Seja , 5      . Pensemos no par , 5D. Por 
hipótese existe     tal que D    e 5D , logo DN  D, D  , D      , 5 e, portanto, N é sobrejectiva. Falta apenas ver que N é morfismo. Tomemos ,   . 
Temos, 
(NN  D, D,   D   · D, . 
Mas,  · D  D , onde D  D  e  . Então NN  DD,   e N  D, . Resta provar que DD  D. Pelo facto de   ser 
E-unitário e termos ~, pelo Lema 1.4.32, vem D  D. Logo DD  DD  DD  DD  D. 
Fica então provado que N é um isomorfismo e portanto  é isomorfo a um produto semidirecto 
de um semi-reticulado por um grupo. 
 
Teorema 2.2.11  Seja   um semigrupo inverso. As seguintes afirmações são 
equivalentes: 
a)  é quase-factorizável; 
b)  é imagem homomorfa de um produto semidirecto de um semi-reticulado por um grupo; 
c)  é imagem homomorfa de um produto semidirecto de um semi-reticulado por um grupo 
e este morfismo separa idempotentes. 







O conjunto    é um semigrupo inverso em que 5, 'D  5D, 'D e cujos idempotentes 
são os elementos k, m com    . Observemos ainda que todo o produto directo é 
trivialmente um produto semidirecto, definindo B · 5  5, para 5    e B  .  
Definamos   h    i   . 
                                                                    5, '  5  
Temos   !  e  1    . Sejam 5, ', :, S   . Então 5, ':, S  5:, 'S . Temos 5:  'S. Observemos que 'S'SD  'SSD'D  ''D   
 e   'SD'S  SD'D'S  SDS  , 
logo 'S  ©°. Portanto 5, ':, S  5:, 'S  . 
Obviamente  é regular, pois se 5, '   então 5  ' donde 5D  'D pelo que 5D, 'D .  
Identifiquemos os idempotentes de  . Temos     ¡k, m:   ¢  pelo que 
claramente     .  
Logo os idempotentes de   permutam e portanto   é um subsemigrupo inverso do produto 
interno   . Temos também que  restringida aos idempotentes de  é uma aplicação bijectiva  -k, m:   . i  
             ,    
pelo que  separa idempotentes. 
Podemos garantir que  é morfismo sobrejectivo pois como  é semigrupo quase-factorizável, 
dado 5   existe '  ©° tal que 5  '. Logo 5, '   e 5, '  5. 
Vamos agora verificar que  é produto semidirecto de um semireticulado por um grupo, usando 
o teorema anterior. 
Sejam ,    e 5, '   tais que k, m  5, '. Então 
k, m  k, m5, '  º   5  '  '  A 
onde a última implicação vem do facto de  ser identidade no grupo  das unidades de °. 
Portanto, 5  '  .  Logo  5, '  5,   é  idempotente  o  que prova que  é E-
unitário. 
Temos também que  5, '    5  ' e '  ©k°m  5  ' e ''D  'D'  . 
Logo se    então   'D' e, portanto, existe   ' tal que   D. Temos pois que , ' é elemento de  e , 'D, '  D, 'D, '  D, 'D'  , .  
Por outro lado 







e portanto tanto , 'D5, ' como , '5, 'D  são idempotentes de  , visto que D5  e 5D  são idempotentes de   uma vez que , 5  '  e '  é conjunto admissível de  . Logo , '~5, ' e, pelo teorema anterior,   é isomorfo a um produto semidirecto de um semi-
reticulado por um grupo. 
Então  é imagem homomorfa de  e consequentemente de um produto semidirecto de um semi-
reticulado por um grupo, podendo escolher-se um morfismo que separe idempotentes (é claro 
que todo o isomorfismo separa idempotentes). 
c)  b) É imediata. 
b)  a) Seja  um semigrupo inverso que é imagem homomorfa de um produto semidirecto de 
um semi-reticulado por um grupo. Pelo Teorema 2.2.9, o produto semidirecto de um semi-
reticulado por um grupo é quase-factorizável. Falta então provar que a imagem homomorfa de 
um semigrupo inverso quase-factorizável é quase-factorizável. 
Seja K h o i  um morfismo sobrejectivo, onde o é um semigrupo inverso quase-factorizável e  um semigrupo inverso.  
Sejam :    e 5  o  tal que K5  : . Como o  é quase-factorizável e 5  o , existe ' ©°n tal que 5  ' . Então, pela Proposição 2.2.8, 'K  é uma unidade de ° e :  'K , 
portanto  é quase-factorizável. 
Fica então provado que  é quase-factorizável pois  é imagem homomorfa de um semigrupo 
inverso quase-factorizável. 
 
Observemos que se   for um monóide inverso factorizável, então o semigrupo   da 
demonstração anterior também será um monóide com identidade 1L,  . Logo, pela 
Proposição 2.1.10, obtemos o seguinte resultado do qual omitiremos a demonstração por ser 
análoga à demonstração anterior: 
 
Teorema 2.2.12  Seja t  um monóide inverso. As seguintes afirmações são 
equivalentes: 
a) t é factorizável; 
b) t é imagem homomorfa de um produto semidirecto de um monóide semi-reticulado por 
um grupo; 
c) t é imagem homomorfa de um produto semidirecto de um monóide semi-reticulado por 
um grupo e este morfismo separa idempotentes. 
 
Definição 2.2.13  Sejam ,  semigrupos inversos. Dizemos que  é uma cobertura de 







Teorema 2.2.14  Seja  um semigrupo inverso, t um monóide inverso factorizável e 
² h   t um mergulho. O subsemigrupo ¼  -5, : 5²  . de   ©t é uma cobertura 
E-unitária de .  
Demonstração: Observemos em primeiro lugar que ¼  -5, : 5²  . é um semigrupo 
inverso E-unitário. Seja 5  . Então 5²  t e por t ser factorizável existe   ©t tal que 5²  . Logo 5,   ¼ e portanto ¼  !.  
Definamos um produto em ¼ da seguinte forma: dados 5, , :, g  ¼, 5, :, g  5:, g. 
Sabemos que em t, a relação de ordem  é compatível com o produto, como 5²   e t²  g, 
obtemos 5:²  g, donde 5:, g  ¼  (pois obviamente g também é unidade de t). Isto 
prova que ¼ é subsemigrupo de   ©t. 
Se 5²    então 5²D  5D²  D , logo 5D, D  ¼ . Como 5, 5D, D5,        55D5, D  5, , concluimos que ¼ é regular.  
Calculemos os idempotentes de ¼. Suponhamos que 5, 5,   5, . Então 
9 55  5    9 5    ©t  º5    1 AAA 
logo 5,   , 1, onde    (observemos também que , 1  ¼, pois g  1 para todo 
o elemento g  ©t ). Reciprocamente, é claro que , 1, 1  , 11  , 1 . Logo ¼    -1.. 
Ora, para , 1, P, 1  ¼ temos que  , 1P, 1  P, 1  P, 1  P, 1, 1  
e P, 1, 1  P, 1  P, 1  , 1P, 1 
o que prova que os idempotentes de ¼ comutam. Portanto ¼ é inverso. 
Sejam agora 5,   ¼ e , 1  ¼ tais que 5,   , 1. Então, 5,   5, 5D, D, 1  55D, D1  55D, 1. 
Mas 55D   e portanto 5, 1  ¼. Logo ¼ é E-unitário. 
Consideremos  h ¼ i  definida por 5,   5 (a primeira projecção sobre ). É claro que  
está bem definida. Se tomarmos 5  , temos que 5²  t logo, pelo facto de t ser factorizável, 
existe   ©t  tal que 5²   . Logo 5,   ¼  e 5,   5 , o que prova que   é 
sobrejectiva. 
Sejam 5, , :, g  ¼ . Temos k5, :, gm  k5:, gm  5:  5, :, g , logo   é 
morfismo. Falta apenas verificar que  separa idempotentes. Suponhamos que , 1  P, 1. 
Então   P e portanto , 1  P, 1.  
Logo  é morfismo sobrejectivo e separa idempotentes, donde se conclui que ¼ é uma cobertura 
































   
  Neste capítulo vamos mostrar que toda a cobertura E-unitária de um semigrupo inverso pode 
ser definida através de um mergulho especial, dito estrito, de   num grupo, e que, 
recíprocamente, todo o mergulho estrito dá origem a uma tal cobertura. Estes resultados foram 
apresentados por McAlister e Reilly (1977), e posteriormente generalizados para outras classes 
de semigrupos. 
Seja   um semigrupo inverso e ´  um monóide inverso factorizável. Seja  h   ´  um 
mergulho. Por ´ ser factorizável, para todo o elemento 5  ´ existe   ©´ tal que 5  . 
Mas, podem existir elementos   ©´ tais que não existe 5  ´ com 5  .  
Um tal exemplo surge quando tomamos   -1,2,3., o monóide inverso factorizável I, e 
  ¡km¢ semigrupo inverso. Temos que / h  iI tal que ¶km· /  km é um mergulho. 
Se, por exemplo, pensarmos em k  l l  m  ©I é claro que ¶km· /  km ½ k  l l  m, pois km 
não é restrição de k  l l  m.  
 
Definição 3.1  Seja  um semigrupo inverso e ´ um monóide inverso factorizável. Um 
mergulho  h   ´ diz-se estrito se B  ©´  C5  :  5  B. 
 
Se existir um mergulho  h   ´  não esctrito em que ´ é factorizável, podemos mergulhar  
num novo semigrupo ´o tal que o novo mergulho é estrito. Este semigrupo ´o é um subsemigrupo 
de ´. Iremos pois restringir a imagem de . Vamos então ver de que forma podemos fazer esta 
restrição. 
 
Proposição 3.2  Seja  h   ´ um mergulho não estrito. Seja  
¾  -B  ©´: 5  B, ¿À ÁB; 5  .. 
Então ¾ é um subgrupo de ´, de facto é o subgrupo das unidades de ´. 
Demonstração: Temos que ¾ 1 ©´. Seja 5  . Então 5<  ´ e como ´ é factorizável 
exite   ©´ tal que 5<  . Logo   ¾ e ¾  !. 







Se   ¾  então   ©´  e portanto D  ©´ . Temos também que existe 5    tal que 5<   e portanto 5<D  5D<  D . Logo D  ¾ o que prova que ¾ é subgrupo de ©´.  
 
Proposição 3.3  Seja  um monóide inverso 
a) Seja   um subgrupo de ©  e consideremos o ideal de ordem de   gerado por  ,   Z[. Então  é monóide inverso factorizável e  é o seu grupo das unidades; 
b) Se Â for um subsemigrupo inverso de  tal que  :  Â  CB  ©:  :  B 
então Â mergulha-se num monóide inverso factorizável. 
Demonstração: a) Seja  um subgrupo de © e    Z[  -	  : C  , 	  .. 
Temos que  1  e portanto   !. Se ,    existem B, F   tais que   B e   F, logo   BF  onde BF    e, portanto,    . Temos então que   é um semigrupo, pois a 
associatividade verifica-se pelo facto de  1  e  ser semigrupo.  
Também D   para   , pois existe B    tal que   B logo D  BD . Logo   é um  
semigrupo inverso. 
Seja 1  1ÃL  1E   . Temos 1  1 , logo 1    e portanto   é monóide inverso. Falta 
apenas verificar que  é factorizável. Para isso vamos, em primeiro lugar, determinar as unidades 
de  e provar que ©  . Por construção  1 , logo  1 ©. 
Recíprocamente seja 	  ©. Então existe B   tal que 	  B, donde, em , 	  		DB  B 
pois 		D  1, pelo que 	  . Logo ©  . 
Se 	   existe    tal que 	   mas, já vimos que   ©, logo para todo o elemento 	   existe   © tal que 	  , donde  é factorizável. 
b) Consideremos ´  Z©[. Por a), ´ é um monóide inverso factorizável e ©´  ©. 
Seja Â 1 -:  : CB  ©: :  B. um semigrupo inverso de . Se :  Â existe B  © tal 
que :  B  e, portanto, :  Z©[  ´  o que prova que Â 1 ´ . Logo Â  mergulha-se num 
monóide inverso factorizável. 
 
Retomando a nossa questão. Se tivermos < h   ´ um mergulho não estrito em que  e ´ são 
semigrupos inversos e ´ é factorizável, consideramos  ¾  -B  ©´: 5<  B, para algum 5  .. 







A aplicação está bem definida pois se 5   então 5<  ´  e por ´  ser factorizável existe B ©´ tal que 5<  B. Então B  ¾ e pelo facto de 5<  B vem que 5<  Z¾[  ´o. 
Obviamente <o é um mergulho (é injectiva e morfismo pois < também o é) e, além disso, é estrito 
pois para todo o B  ©´n  ¾, 5<  B para algum 5  .  
No último teorema do capítulo anterior verificámos que se  for um semigrupo inverso, ´ um 
semigrupo inverso factorizável e :   ´ um mergulho, o subsemigrupo Ä  -5, : 5  . 
de   ©´ é uma cobertura E-unitária de . Vamos agora verificar que se  for estrito então Ä   ©´.  
 
Teorema 3.4  Seja   um semigrupo inverso, ´  um monóide inverso factorizável e 
:   ´  um mergulho estrito. Então a cobertura E-unitária Ä  -5, : 5  .  de  , 
construída no Teorema 2.2.14, é tal que Ä   ©´. 
Demonstração: Provemos em primeiro lugar que, para 5, B, :, F  Ä  tem-se 5, B:, F  se e só se B  F . Suponhamos que 5, B:, F . Então existem , 1, P, 1 Ä  tais que , 15, B  P, 1:, F  e portanto B  F . Recíprocamente sejam 5, B, :, B  Ä. Por definição 5  B e :  B. Já foi visto, no Lema 1.4.35, que ZB[ é um 
subconjunto compatível de ´ , logo como 5, :  ZB[  vem que 5~: . Então 5D:  e 5:D são idempotentes, donde 5D: e 5:D são idempotentes pois  é morfismo. Pelo 
facto de   ser também injectivo vem que 5D:  e 5:D  são idempotentes pelo que 5~: . Pelo 
Teorema 1.4.37, sabemos que ~ 1  e portanto 5:. Logo existe    tal que   5, :. Então   5  B e portanto , B  Ä. Além disso , B  5, B, :, B. Podemos então concluir 
que 5, B:, B, como queríamos. 
Seja N h Ä  i ©´ definida por k5, BmN  B. Pelo que acabámos de verificar N está bem 
definida e é injectiva. Seja B  ©´. Então, por :   ´ ser mergulho estrito, existe 5   tal 
que 5  B , logo 5, B  Ä  e k5, BmN  B , o que prova que N  é sobrejectiva. Mais 
ainda, k5, BmNk:, FmN  BF  k5:, BFmN  5, B:, FN  e, portanto, N  é 











Estamos então aptos a indicar a seguinte definição de cobertura E-unitária: 
 
Definição 3.5  Sejam  e  semigrupos inversos tais que  é cobertura de . Seja  um 
grupo. Dizemos que  é cobertura de  sobre o grupo  se     . 
 
Logo, todo o mergulho estrito  h   ´ de um semigrupo inverso  para um semigrupo inverso 
factorizável ´ leva-nos a uma cobertura E-unitária do semigrupo  sobre o grupo ©´.  
Em seguida, pretendemos provar a condição recíproca do teorema anterior, ou seja, dada uma 
cobertura inversa E-unitária t  de  , queremos encontrar um monóide factorizável ´  e um 
mergulho estrito  h   ´ tal que t  Ä. 
 
Definição 3.6  Um morfismo relacional ² h  Å   de semigrupos inversos é uma 
aplicação ² de  em P tal que: 
1) 5²  !, 5  ; 
2) 5²5² 1 55², 5, 5  ; 
3) 5²D 1 5D². 








Proposição 3.7  Sejam e,  e  semigrupos inversos tais que r h e i  morfismo e 
/ h e i  morfismo sobrejectivo. Então,                          /Dr h  Å  
                                                                               5  -Àr: À/  5. 
S T 
s · 







é um morfismo relacional de   em  . Mais ainda, se /  for injectivo /Dr  é um conjunto 
singular, /Dr pode pois ser encarado como uma aplicação. 
 










Demonstração: Sejam e,  e  semigrupos inversos tais que r h e i  é um morfismo e / h e i  é um morfismo sobrejectivo. Sejam 5, 5  . 
1) Queremos, em primeiro lugar, mostrar que 5/Dr  !. Pelo facto de 5   e / h e i  
ser morfismo sobrejectivo existe À  e tal que À/  5. Mas, À  e e portanto Àr  : para 
algum :  . Logo  Àr  5/Dr, pois À/  5. Portanto 5/Dr  !. 
2) Verifiquemos agora que 5/Dr5/Dr 1 55/Dr).  
Sejam 	  5/Dr e 
  5/Dr. Então  	  5/Dr  CÀ  e: À/  5 e Àr  	  
e 
  5/Dr  CÀ  e: À/  5 e Àr  
. 
Logo ÀÀ/  55 e ÀÀr  	
, donde 	
  55/Dr. 
3) O terceiro passo consiste em provar que 5/DrD 1 5D/Dr . Seja 	  5/DrD . Então, existe À  e  tal que 	  ÀrD  e À/  5 . Logo 	  ÀDr  e À/D  5D, pois / e r são morfismos, ou seja, 	  ÀDr e ÀD/  5D o que implica que 	  5D/Dr. 
4) Suponhamos que / é injectivo, então / é uma bijecção. Dado 5  , existe um e um só À  e 
tal que 5  À/, pelo que 5/Dr  -Àr. é um conjunto singular. 
 
    













No que se segue consideramos uma cobertura E-unitária t de um semigrupo inverso . Seja /: t i  um morfismo sobrejectivo que separa idempotentes. Podemos considerar o morfismo 








Pelo que foi visto na Proposição 3.7, 
²  /Dr h  Å  é um morfismo relacional. 
Denotemos  simplesmente por . 
 
Definição 3.8  Em    definimos uma relação ~ da seguinte forma , B~P, F `   P e BFD  ². 
 
Lema 3.9  Nas condições anteriores, ²  /Dr  -Àr: À/  . é um subgrupo de , 
para   . 
Demonstração: Seja    . Como /  é sobrejectivo existe   t  tal que /   . Logo r  ²  pelo que ²  ! . Sejam B, F  ² . Então, BF  ²² 1 ²  ² , pois ²  é 
morfismo relacional. Além disso, se B  ² , existe   t  tal que /    e r  B . Logo D/  /D  D    e Dr  rD  BD , o que implica que BD  ² . Ficou 
provado que ² é um subgrupo de  para   . 
 
Proposição 3.10  Nas condições anteriores, a relação ~ é uma relação de equivalência. 
Demonstração: Seja , B     . Para   , temos que ²  /Dr  -r : /  .. 
t 









Pelo Lema de Lallement, dado    existe   t tal que   /. 
Temos então que r  /Dr  ². Como   t e  é um grupo, r  1E  ², logo para 
qualquer B   temos 1E  BBD  ² e, portanto, , B~, B.  
Suponhamos agora que , B~, F para     e B, F   . Seja   t  tal que r  ² . 
Então, de /  , concluímos que D/  /   pelo que Dr  ². 
Logo, BFD  ²  BFDD  FBD  ² 
e, portanto, ~ é simétrica. 
A fim de verificar a transitividade de ~, suponhamos que , B~, F e , F~, G  onde    e B, F, G  . Verifiquemos que BGD  ². Temos, por hipótese, BFD  ² e FGD P², donde, existem ,   t tais que  BFD  r, FGD  r, /   e /  P. 
Então BGD  BFDFGD  rr  r  e /  //     . Logo BGD  ² pelo que , B~, G. 
Concluímos que ~ é uma relação de equivalência. 
 
Observação 3.11   Sendo t uma cobertura E-unitária de , através de /, então   
t i  
                                                                         P  P/ 
é um isomorfismo pois /  separa idempotentes. Dado     representemos por §  o único 
idempotente de t tal que §/  . 
 
Definição 3.12  Dados , B      e 5    dizemos que , B  é Æ -acessível se 
existem ;, =  t tais que 5  ;/, B  =r  e  §  ==D  =;;D=D . 
 
Observações 3.13  < Suponhamos que , B é 5-acessível com 5  ;/, B  =r, §  
 ==D  =;;D=D onde ;, =  t. Então 
a)   §/  ==D/  =;;D=D/  =/55D=D/;   
b) Se houver =  t nas mesmas condições de  então =  =. 
Demonstração:  Ora ==D  §  ==D  = R =  e  B  =r  =r  == 
logo =R   = donde =  = pois t é inverso E-unitário e neste caso R     <; 







Demonstração: Se ¿  5/D então   =¿¿D=D/  =¿/ ¿D=D/  =¿/ =¿/D  =;/ =;/D  =;/ =;D/  =;/ ;D=D/  =;;D=D/ 
pois ¿/  ;/  5 . Como /  separa idempotentes e =¿¿D=D  e =;;D=D são 
idempotentes, então =¿¿D=D  =;;D=D. 
d) Seja , F tal que , B~, F. Então , F também é 5-acessível. 
Demonstração: Como, B~, F, obtemos BFD  ². Logo existe 
  t tal que 
=/  







=/D          
  =/=/D  =/=D/  ==D/ 
e portanto  
==D
D  ==D  pois /  separa idempotentes. Assim, como F  




  ==D  §. Logo , F é 5-acessível. 
Então todos os elementos da classe de , B são 5-acessíveis. 
<<  Observemos ainda que, para qualquer 5   , temos 55D, 1  é 5 -acessível. Basta que 
tomemos =  ;  55DÇÇÇÇÇÇ  t. 
 
Notação 3.14  Representamos a ~ - classe de , B     por ZÈ, É[. 
                         
Definição 3.15  Representamos por H~  o conjunto das classes de equivalência de 
  , através da relação de equivalência ~, e definimos Ê  H~ , . 
 
Proposiçao 3.16  Dado 5  , definimos vÆ  -Z, [: ,  é 5-acessível.. Seja 5  . 
Fixamos B  5². Então  ³ h  ©³ i « 
                                                                       Z, [  Z, B[ 
é uma aplicação injectiva. Mais ainda, se fixarmos outro elemento F  5² obtemos a mesma 
aplicação. 
Demonstração: Comecemos por provar que ³  está bem definida, isto é, que se Z, [   Z, g[  ©³ então Z, B[  Z, gB[, ou seja, que se , ~, g então , B~, gB.  







Provemos que ³  é injectiva. Sejam Z, [, ZP, g[  ©³  tais que  Z, [³  ZP, g[³ . Então Z, B[  ZP, gB[ donde , B~P, gB. Assim,   P  e BgBD  BBDgD  gD ². Logo Z, [  ZP, g[. 
Demonstremos agora que dados F  5²  e Z, [  ©³  se tem Z, B[  Z, F[ , ou seja, BFDD  ² . Dado que B, F  ² , existem ¿, Ë  t  tais que 5  ¿/  Ë/ , B  ¿r  e F    Ër . Por outro lado, sendo ,  5-acessível existem ;, =  t tais que   =r , 5  ;/  e §  ==D  =;;D=D. Ora BFDD  =¿ËD=Dr 
e =¿ËD=D/  =/55D=D/  =/ ;/ ;D/ =D/  =;;D=D/  ==D/  §/  . 
Portanto, BFDD  ², como se pretendia. 
 
Uma vez que ©³ 1 «, as aplicações ³ são elementos no monóide inverso I« das aplicações 
parciais injectivas em «. 
 
Proposição 3.17  A aplicação :   I «                                                                   
                                                                   5  ³: ©³ 2 « 
                                                                           Z, [  Z, B[, sendo B  5², 
é um mergulho. 
Demonstração: Sejam À, 5  . Queremos em primeiro lugar provar que  é morfismo, ou 
seja, que ³  ³, isto é,  ?; ³  ?; ³  ©³ 
e  Z, [  ©³   Z, [³  Z, [³. 
Provemos então que ?; ³  ©³. Ora Z, [  ?; ³  Z, [  © , Z, B[  ©³ onde B  À². 
Como temos ,  À-acessível, existe ;  t tal que À  ;/. Então pela Observação 3.13 (c), 
podemos garantir que existe ;  t tal que  §  ;;D  ;;;D;D  e    ;r. 
Além disso, por , B ser 5-acessível, existem ;, =  t tais que B  ;r, 5  =/ e  §  ;;D  ;==D;D. 







e  ;r  B  ;r;r  ;;r . Assim, ;;r  ;r , donde ;;; , e ;R ;=. Como t é E-unitário então    R  < e obtemos ;;  ;. 
Logo ;;==D;D;D  ;==D;D  ;;D  §  e ;=/  À5  donde obtemos Z, [  ©³. Portanto ?; ³ 1 ©³ . Recíprocamente seja Z, [  ©³  e tomemos ¿  t tal 
que §  ¿¿D  ¿;==D;D¿D , ¿r    e ;=/  À5 . Então ¿;;D¿D  ¿¿D  e 
obtemos Z, [  © . Por outro lado, Z, [  Z, ;r[ , donde §  ¿;;D¿D                     ¿;==D;D¿D  e ¿;r  ;r , pelo que Z, ;r[  ©³  donde Z, [  ?;³ . 
Logo ?; ³  ?; ³. 
Vejamos que ³ e ³ têm a mesma imagem. De facto dado Z, [  ©³, então Z, [³  Z, ;r=r[  Z, ;=r[  Z, [³. 
Concluímos portanto que  é um morfismo. 
Resta provar que  é injectiva. 
Comecemos por observar que dados P   e B  P²  então BD  P² . De facto, se existir 	  t com P  	/ e B  	r então, sendo P idempotente, P  	D/ e BD  	Dr. 
Sejam À, 5   tais que   ³. Provemos que À  5. Como / é sobrejectiva, existem ;, =  t 
tais que À  ;/ e 5  =/. Temos ©  ©³ e Z, [  Z, [³, para qualquer Z, [  ©. 
Ora, ÀÀD, 1 é À-acessível donde é 5-acessível, visto que ©  ©³, e portanto existem g,   t 
tais que 5  g/ , 1  r  e ÀÀDÇÇÇÇÇÇ  D  ggDD . Como t  é E-unitário e 1  r 
concluímos que   é idempotente, pelo que ÀÀDÇÇÇÇÇÇ    ggD . Aplicando /  obtemos ÀÀD          /55D, donde ÀÀD55D  ÀÀD.  
Analogamente, 55DÀÀD  55D  e como os idempotentes comutam 55D  ÀÀD . Logo ==D/  ;;D/ e como / separa idempotentes vem ==D  ;;D. Temos agora ZÀÀD, ;r[  ZÀÀD, 1[  ZÀÀD, 1[³  ZÀÀD, =r[. 
Logo ;r=rD  ÀÀD². Então =r;rD  ÀÀD², donde, como =r  =  =;D;    =;D;r, obtemos =r  =r;rD;r  ÀÀD² À² 1 ÀÀDÀ²  À²  ;/². 
Então existe   t  tal que =r  r  e /  ;/ . Como /  separa idempotentes obtemos D  ;;D . Mas ;;D  ==D  pelo que D  ==D  e r  =r . Ora t  é E-unitário, 
donde   =. Então À  ;/  /  =/  5 e portanto  é um mergulho. 
 
Definição 3.18  Seja  um grupo e consideremos I « onde «  RE~ , . 
Vamos definir a aplicação  
                                       Ì h   I « 
                                             B     ÌÍ h « i « 
                                                         Z, [  Z, B[, para ,      








Proposição 3.19  A aplicação Ì é um mergulho. 
Demonstração: Comecemos por verificar que ÌÍ está bem definida. Para , , , g Z, [, , ~, g  , B~, gB 
uma vez que se gD  ², então BgBD  BBDgD  gD  ².  
Temos ÌÍ injectiva pois, para Z, [, ZP, g[  «, Z, [ÌÍ  ZP, g[ÌÍ  Z, B[  ZP, gB[ 
e portanto , B~P, gB , logo   P  e BgBD  BBDgD  gD  ² , donde , ~P, g. Assim Z, [  ZP, g[. Mostrámos que ÌÍ  I«. 
É claro que ÌÍÎ  ÌÍÌÎ, para B, F  , logo Ì é morfismo. 
Para B, F  , temos ÌÍ  ÌÎ  ÌÍÌÍ  ÌÎÌÍ  <Ï  ÌÎÍ    , <Ï  ÌÎÍ  1  1ÌÎÍ   1  1FBD  F  B, 
portanto Ì é injectiva.   
 
Definição 3.20  Seja  Ð  -Ñ  I Ê h  Ñ  ÒÉ, para algum É  .. Recordemos que  »  ÌÍ em I « se e só se » 1 ÌÍ. 
 
Proposição 3.21  Sejam  e t semigrupos inversos tais que t é cobertura E-unitária 
de . Então existem um monóide inverso factorizável ´ e um mergulho estrito :   ´ de  em ´ , tais que a cobertura t é a menos de isomosrfismo a cobertura que se obtém a partir do 
mergulho , isto é,  t  -5, ÌÍ    Ì h 5  ÌÍ.. 
Demonstração:  Seja / h t i   um morfismo sobrejectivo que separa idempotentes. 
Seja r h t i   t  , em que r  , para   t. Seja ²  /Dr h  Å . Consideremos 
então o conjunto ´  -»  I « h  »  ÌÍ, para algum B  ., onde Ì h   I«, B  ÌÍ. 
Dados », »  ´ , existem B, B    tais que »  ÌÍ  e »  ÌÍÓ . Então »»  ÌÍÌÍÓ , 
porque  é compatível com o produto em I«, e sendo Ì morfismo obtemos »»  ÌÍÍÓ , 
logo »»  ´ . Por outro lado, em I «  temos »D  ÌÍ D  mas ÌÍ D  ÌÍ , donde »D  ´ . Notemos que ÌÍ  ´  para qualquer B   , pois ÌÍ  ÌÍ , donde Ì 1 ´  e em 
particular <Ï  Ì  ´. Assim, concluímos que ´ é um submonóide inverso de I«.  







Dado B  , temos ÌÍÌÍ  <Ï  ÌÍÌÍ, donde ÌÍ é unidade de I«, logo ÌÍ  ©´ visto 
que ÌÍ  ´. Então Ì 1 ©´. Seja »  ©´. Então »»D  »D»  <Ï e »   ÌÍ para algum B  , donde »  »»D ÌÍ   ÌÍ  Ì. Assim Ì  ©´. 
Temos também ´  ´Ì. De facto se »  ´  então »   ÌÍ , para algum B   , donde »  »»D ÌÍ  ´Ì , e portanto ´ 1 ´Ì . Recíprocamente, dados   ´  e  ÌÍ  Ì temos  ÌÍ   ÌÍ pelo que  ÌÍ  ´. 
Então ´  ´Ì como se pretendia. 
Concluímos pois que ´ é um monóide inverso factorizável. 
Em seguida pretendemos construir um mergulho estrito de  para ´. Consideremos o mergulho   h   I« 
  5  ³  
definido na Proposição 3.17. Vejamos que a imagem de   está contída em ´ . Seja 5   . 
Tomemos B um elemento arbitrário de 5². Temos  ³ h ©³ i « 
           Z, [  Z, B[ 
donde ³  é a restrição de ÌÍ  às classes em ©³ , então ³  ÌÍ . Logo ³  ´ . Concluímos que <;  1 ´.  
Podemos então considerar o mergulho  h   ´, 5  ³. 
Precisamos demonstrar que  é estrito. Já sabemos que ©´  Ì. Seja B  . Existe 5   tal 
que B  5². Logo ³  <ÃÔÌÍ donde ³  ÌÍ em I«. 
Como ³ , ÌÍ  ´ sendo ´ submonóide inverso de I« temos ³  ÌÍ em ´.  
Temos então  h   ´ um mergulho estrito. Seja   -5, ÌÍ    Ì h 5  ÌÍ. a cobertura 
E-unitária de  sobre Ì associada a  definida no Teorema 3.4. Como   Ì, pois Ì é um 
mergulho pela Proposição 3.19, podemos identificar Ì com  e considerar   -5, B     h 5  ÌÍ.. 
Resta provar que   t. Seja  N h t i  
                                                                           ;  ;/, ;r. 
É claro que N é morfismo porque /  e r  são morfismos. Sejam ;, =  t  tais que ;N  =N . 
Então ;/  =/  e ;r  =r . Logo ;D/  =D/  pois /  é morfismo e também ;;D/             ==D/. Como / separa idempotentes por hipótese temos ;;D  ==D. Por outro lado, r 
é morfismo canónico associado a  , donde ;  = . Então ;, =  R      em t  pelo que ;  = visto que t é E-unitário. Logo N é injectiva. Resta mostrar que N é sobrejectiva. 
Seja 5, B  . Então 5  ÌÍ, isto é, ³ 1 ÌÍ. Como / é sobrejectiva, existe ;  t tal que 5  ;/. Logo ;r  5² e 55D, 1 é 5-acessível, donde 55D, 1  ©³. Então Z55D, ;r[  Z55D, 1 · ;r[  Z55D, 1[³  Z55D, 1[ÌÍ  Z55D, B[ 
portanto 55D, ;r~55D, B, donde B;rD  55D². 







B  B;rD;r  55D² 5² 1 55D5²  5². 
Consequentemente existe Ë  t  tal que Ë/  5  e Ër  B  logo ËN  5, B . Portanto N  é 



















Monóides ortodoxos factorizáveis  


























  Neste capítulo definiremos os monóides ortodoxos factorizáveis e os semigrupos ortodoxos 
quase-factorizáveis e descreveremos os primeiros como sendo imagens por morfismos que 
separam idempotentes de monóides banda por grupos e os segundos como sendo imagens por 
morfismos que separam idempotentes de bandas por grupos.  
Mostraremos também, à semelhança do que sucede no caso inverso, como se relacionam os 
semigrupos ortodoxos quase-factorizáveis com os monóides factorizáveis. 
   
4.1 Definições 
 
Definição 4.1.1  Dizemos que um grupo   actua à esquerda sobre a banda U se 
existe  N h  i ': S 
               B  BN h S 2 S 
                                     Í  
um morfismo, isto é, para todos os B, F   e   S 
 ÎÍ  ÍÎ . 
Sendo BN um automorfimo de S, temos para quaisquer , P  S, PÍ  Í  PÍ . 
Tal como no caso inverso, 1N é a aplicação identidade em S e BDN é a inversa de BN, para 
B  . Assim, dado P  S temos P  P e   PÍ Í  P   PÍ Í . 
 
Definição 4.1.2  Se   for um grupo que actua sobre uma banda S , define-se uma 
multiplicação em S   da seguinte forma, para quaisquer B, F   e , P  S, , BP, F  k · PÍ , BFm. 












Esta operação é associativa pois, para quaisquer , P, <  S e B, F, G  , temos que 
k, BP, Fm<, G  k · PÍ , BFm<, G  k · PÍ m · <, BFG ÍÎ ¶k PÍ <ÍÎ m, BFG· 
 ¶ kP · <Î m, BFGÍ ·  , BkP · <Î , FGm  , BP, F<, G. 
Portanto S    com a operação acima definida é semigrupo, a que chamamos o produto 
semidirecto da banda U pelo grupo , e que denotamos por U  .  
O próximo lema dá-nos algumas propriedades deste produto semidirecto. 
 
Lema 4.1.3  Sejam S uma banda e   um grupo. O semigrupo S    é um semigrupo 
ortodoxo, cuja banda de idempotentes é o conjunto -, 1:   S. a qual é isomorfa a S, e onde  
para todo o elemento , B  S  , temos que sk, Bm  º¶ PÍ , BD· : P  sÕ. 
Além disso, para todos os , B, P, F  S   
a) , B R P, F `  R P 
e, em particular, , B R , 1; 
b) , B L P, F ` Í  L PÎ  
e, em particular, , B L  Í , 1. 
Demonstração: Provemos primeiro que -, 1:   S.  é a banda dos idempotentes de 
S   . Temos que , 1, 1  k ·  , 11m  , 1  , 1 , logo -, 1:   S. 1 S 
. Recíprocamente, se , P, P  , P então (e· Ö , PP  , P e, portanto,  
¨ · Ö  PP  P A  ¨ · 
Ö  P  1 A  º
  P  1 A 
logo P  1 e   S. Então  S    -, 1:   S.. É claro que S   é banda. 
Consideremos  h S i -, 1:   S. , onde   , 1 . Tem-se obviamente que   é 
isomorfismo pelo que S    S.  
Provemos agora que sk, Bm  º¶ PÍ , BD· : P  sÕ, para , B  S  .  
Seja :, F  s, B. Então, 
9, B  , B:, F, B:, F  :, F, B:, F A  ¨, B  k · :
Í , BFm, B
:, F  k: · Î , FBm:, F A 










Logo, por um lado obtemos  
¨   · :Í  · ÍÎB  FD A  ¨
   · :Í · B  FD A 
e por outro 
¨:  k: · Î m · :ÎÍB  FD A  ¨:  : · 
Î · :B  FD A  ¨ :
Í  :Í ·  · :ÍB  FD A. 
Concluímos que :Í  s  e uma vez que :   :Í Í  temos :, F   PÍ , BD , onde 
P  s. Portanto sk, Bm 1 º¶ PÍ , BD· : P  sÕ. 
Recíprocamente, sejam , B, ¶ PÍ , BD·  S   tal que P  s. Temos que  
, B ¶ PÍ , BD· , B  ¶ · ¶ PÍ ·Í , BBD· , B  Ø¶ · ¶ PÍ ·Í · . ÍÍ , BBDBÙ 
 P, B  , B  
e 
¶ PÍ , BD· , B ¶ PÍ , BD·  ¶ PÍ · Í , BDB· ¶ PÍ , BD·  
 ¶ PÍ · Í · PÍ , BD·  ¶ PPÍ , BD·  ¶ PÍ , BD· 
logo º¶ PÍ , BD· : P  sÕ 1 sk, Bm e portanto obtemos a igualdade. 
Podemos pois afirmar que S   é um semigrupo ortodoxo. 
Vamos agora provar as alíneas a) e b).  Sejam , B, P, F  S   tais que , B R P, F. Então, pela Proposição 1.3.12, existem , , ,   S   tais que , B,   P, F e P, F,   , B. Assim,  
¨k · Í , Bm  P, FkP · Î , Fm  , B  ¨
 · Í  P
P · Î  AA  9P  PP  A 
e, portanto,  R P. 
Recíprocamente se RP então P  P e P   donde 
, B  P, F Î , FDB 
e 
P, F  , B PÍ , BDF 
logo , BRP, F. 









Definição 4.1.4  Sejam  um semigrupo e 	, 
  . Uma aplicação Ú h  i  diz-se 
uma translação esquerda se Ú	
  Ú	
 e diz-se direita se 	
]  	
].   
Se, além disto, também tivermos 	Ú
  	]
 para qualquer 	  , então o par Ú, ] diz-se 
uma bitranslação de .   
Definimos Û7  como sendo o conjunto de todas as translações esquerdas de   e Ü7  o 
conjunto de todas as translações direitas de .  
Temos que Û7 e Ü7 são semigrupos onde a operação é a composição de funções definidas 
da seguinte forma: ÚÚn	  ÚÚn	 e 	]]n  	]]o, para todo o 	  . 
Por exemplo, dadas Ú e Úo translações esquerdas de , sendo 	, 








Também definimos o produto de duas bitranslações da seguinte forma: Ú, ]Ún, ]n  ÚÚn, ]]n. 
O produto de duas bitranslações Ú, ] e Ú, ] de um semigrupo, considerado como um 
elemento de Ý  Þ, é também uma bitranslação, já que para 	, 






O subsemigrupo do produto directo Ý  Þ  formado por todas as bitranslações de um 
semigrupo  diz-se o envólucro de  e representa-se por ß7. Denotamos por à7 o grupo das 
unidades de Ω(S). 
  
Definição 4.1.5  Uma translação parcial direita injectiva ] de um semigrupo  é uma 
transformação parcial injectiva tal que: < ] é um ideal esquerdo de  em que ] é o domínio de ]; << 	
]  	
] para todo o 	   e 
  ]. 
Observemos que não estamos a tomar todas as translações parciais direitas que são injectivas, 
exigimos também que os domínios sejam ideais esquerdos. 
 
Notação 4.1.6  Seja  um semigrupo. Denotamos o conjunto de todas as translações 







Lema 4.1.7  Seja  um semigrupo. O conjunto â de todas as translações direitas parciais 
injectivas em  é um subsemigrupo inverso de I . 
Demonstração: Obviamente que â  ! pois a aplicação identidade está em â, e â 1 I . 
Consideremos ],   â e provemos que ]  â. É claro que ] é uma translação parcial em , 
por ser composição de duas desse tipo, e é também injectiva. Resta ver que ] é ideal 
esquerdo de . Consideremos 	   e 
  ]. Então 
  ] e 
]  . Como  é ideal 
esquerdo e contém 
], temos 	
] no domínio de . Logo 	
  ] e 	
]  	
]  , 
pelo que 	
  ]. 
Resta provar que dado ]  â, então ]D  â. Seja 
  ]D. Existe 	  ] tal que 
  	]. Seja    . Temos 
]D  	  ]  donde 	]  ]D , tendo-se 	]  	]  
 . Logo ]D é ideal esquerdo de . Por outro lado, 
  	]  	] donde 
]D  	, ou seja 
]D  
]D. Assim, ]D é translação direita parcial. É claro que é injectiva. 
 
 
4.2 Monóides ortodoxos factorizáveis 
 
O conceito de monóide inverso factorizável estende-se obviamente ao caso ortodoxo. 
 
Definição 4.2.1  Um monóide ortodoxo t diz-se factorizável se para todo o  ;  t 
existe   ©t e   t tal que ;  . 
 
Teorema 4.2.2  Seja t  um monóide ortodoxo. As seguintes afirmações são 
equivalentes: 
a) t é factorizável; 
b) t é imagem homomorfa de um produto semidirecto de um monóide banda por um grupo 
e o morfismo separa idempotentes; 








Demonstração: a)   b) Suponhamos que t  é monóide ortodoxo factorizável e 
verifiquemos em primeiro lugar que a aplicação  N h ©t i ':t 
                                                                        N: t 2 t 
                                                                                               ã  D 
é uma acção de ©t em t. 
Sejam , g  ©t e , P  t. Temos que   ä ã  ggDã  ggDD   ggDD  ggD  ãä  
e 
9 Pã  PD  DPD  ã Pã1   A 
logo ©t actua sobre t. 
Provemos então que a aplicação å: t  ©t i t tal que k, må  , para todos os   t e   ©t é um morfismo sobrejectivo que separa idempotentes.  
Recordemos que t  ©t tem como banda de idempotentes o conjunto -, 1:   t. 
e a restrição de å a este conjunto é a  aplicação   kt  ©tm  i  t   que é claramente                    
                                                                                                   ,    
injectiva.                                                                                                 
Logo å separa idempotentes.  
Sejam , , ,   t  ©t. Temos  k, , må  k · ã , må  D, å  D    , å , å 
logo å é morfismo. 
Seja ;  t. Por t ser factorizável existem   ©t e   t tais que ;    , å 
o que implica que å é também sobrejectiva. 
Logo t  é imagem homomorfa do produto semidirecto do monóide banda t  pelo grupo ©t através de um morfismo que separa idempotentes. 
b)  c) Imediata. 
c)  a) Seja æ h S   i t um morfismo sobrejectivo, onde S é uma banda monóide e  é um 
grupo que actua sobre a banda S. Por t ser monóide 1u  t e como æ é morfismo sobrejectivo 
existe , 1E  S   (a existência deste elemento é assegurada pelo lema de Lallement) tal 
que , 1Eæ  1u. Logo, para todo o elemento B   temos , Bæ  , Bæ1u  , Bæ , 1Eæ  k, B, 1Emæ  k · Í , B1Emæ 
 k · Í , Bmæ  ¶, 1Ek Í , Bm· æ  , 1Eæ k Í , Bmæ  1uk Í , Bmæ  k Í , Bmæ. 
Pelo lema 4.1.3 sabemos que , B R , 1E em S   e, portanto, pela Proposição 1.3.14, vem 
que 1u  , 1Eæ  R , Bæ   Í , Bæ  R  Í , 1Eæ , logo 1u  R k Í , 1Emæ.  Mas, pela 







k Í , 1Emæ  1u para todo o elemento B  . Também pelo Lema 4.1.3, , B L  Í , 1E em S   e pelo que temos  
1u  , 1Eæ  R , Bæ L ¶ Í , 1E· æ  1u. 
De , Bæ L 1u e , Bæ R 1u vem que , Bæ H 1u. Mas, como a H-classe do elemento 1 são 
as unidades de t, temos que , Bæ  ©t. Por , Bæ  k Í , Bmæ, para todo o B  , vem 
que k Í , Bmæ  ©t, para todo o B  .  
Tomando então ;  t, por æ ser sobrejectivo, existe n, B  S   tal que n, B  ;.  
Temos, 
;  n, Bæ  n, Bæ , 1Eæçèéèêëì  k
n, B, 1Emæ  kn · Í , Bmæ  ¶n, 1Ek Í , Bm· æ  




e portanto t é monóide factorizável. 
 
 
4.3 Semigrupos ortodoxos quase-factorizáveis 
 
  Depois de, no caso inverso, relacionarmos ° com â, veremos como definir o conceito de 
semigrupo ortodoxo quase-factorizável  à custa de â. 
 
Teorema 4.3.1  Seja  um semigrupo inverso. Então 
                                         Φ h â i °                 é um isomorfismo, 
                                               ]  Φí  zí]   
onde zí representa os idempotentes de ]. 
Demonstração: Comecemos por provar que Φ está bem definida. Seja ]  â, isto é, ] é 
uma translação direita parcial injectiva tal que ] é ideal esquerdo de . Verifiquemos que o 
conjunto Φí  zí] pertende a °, isto é, que Φí é ideal de ordem compatível.  
Comecemos por verificar que Φí é ideal de ordem de . Seja   zí e suponhamos que   ] 







ideal esquerdo de ),   Φí . Logo Φí  é ideal de ordem de  . Falta então verificar que é 
também um conjunto compatível de . Sejam , P  zí. Então ]  ]]D]  k]]Dm] 
pois ] é translação direita e portanto, por ] ser também injectiva,   ]D, donde   ]]D  ]]D  ]]D  ]]D. 
Logo ]D  ]D]]D  ]D e, portanto,  ]DP]  ]DP]  ]DP]  ]DP]  ]DP]  . 
Também  ]D]P]DP]  ]D]P]DP]  P]DP]]D]  P]DP]]D] 
e novamente por ] ser injectiva ]D]P]DP  P]DP]]D. 
Já verificámos que ]D  ]D e analogamente também temos P]D  P]DP, logo  ]D]P]D  P]DP]]D. 
Então ]P]D  ]]D]P]D  ]P]DP]]D   , pois P]DP]   e ]P]DP]]D é um seu conjugado. 
Logo Φí  °. Portanto Φ está bem definida. 
Provemos agora que Φ é morfismo. Sejam ],   â. Para vermos que Φ é morfismo temos de 
verificar que ΦíΦ  Φí. Sejam   zí e P  z . Temos ]P  ]]D]P  k]]D]Pm  k]P]D]m   
   ¶k]P]Dm]·   k]P]Dm],   
onde  ]P]D  zí  pois este elemento é produto de idempotentes o que prova que ΦíΦ 1 Φí. 
Recíprocamente, seja   zí  e   ]. Então   ] e ]   e, portanto, ]D]  porque  é ideal esquerdo. 
Temos   ]  ]  k]]D]m  ]k]D]m  kzím] · z. 
Logo  Φí 1 ΦíΦ. Assim Φ é morfismo. 
O próximo passo consiste em mostrar que Φé injectiva. Suponhamos que Φí  Φ , onde ],   â . Seja   ] . Então   D  ]  e, portanto, ]  Φí  Φ . Logo ]  P  para 
algum P  z. Foi visto atrás que   ]]D, pelo que   ]]D  PPD  P 
donde    e   ]. Então    D    D         (pois    e  é ideal esquerdo) 
e portanto ] 1 . Analogamente  1 ], donde ]  . Além disso, para   ], temos ]  ]  ]      . 







Resta provar que Φ  é sobrejectiva. Seja ¾  °.  Mostremos em primeiro lugar que para 
h, u  ¾   
FFD  D  ï  FDF  D   F  . 
Suponhamos, sem perda de generalidade, que FFD  D , com F, u  ¾ . Então, como ¾  °, DF   e  DF  DFDFD  DFFD  DD  D 
e, portanto, F  FFDF  DF  DF  D  , como queriamos. 
Vamos agora definir uma transformação parcial ]ð em  do seguinte modo: ?; ]ð  '  -  : D  FFD, ¿À ÁB; F  ¾. 
e, para   ', ]ð  F com F  ¾ tal que D  FFD, ou seja,  ]ð h ' i  
                                                                              F, onde F  ¾ é tal que D  FFD. 
Atendendo à observação anterior, se D  FFD  D  com F,   ¾ , então   F  donde F  , não havendo pois ambiguidade na definição de ]ð. 
O elemento ]ð  tem de pertencer a â  pelo que precisamos garantir que ]ð  é uma translação 
direita parcial injectiva. 
Sejam ,   ]ð e suponhamos que ]ð  ]ð. Então, de   ]ð vem que existe F  ¾ tal 
que D  FFD  e de   ]ð  vem que existe F  ¾  tal que D  FFD . Por outro 
lado, como F, F  ¾, temos FFD, FFD  . Logo ]ð  ]ð  F  F 
                                                                             FFD  FFD e FFD  FFD 
                                                                             D  FFD e FFD  D 
                                                                               FFD e  FFD   
                                                                                e    
                                                                               . 
Portanto ]ð é injectiva. 
Já temos que ]ð  é transformação parcial injectiva logo, para concluirmos que ]ð  â  falta 
mostrar que ] é ideal esquerdo de  e que, para 	   e   ], 	]  	]. 
Seja 	    e   ]  com D  FFD , onde F  ¾ . Seja   	D	   . Então F  ¾, pois ¾ é ideal de ordem e    D  FFD  DFFD  FFDD  FFD. 
Portanto 	  ]ð. Logo ]ð é ideal esquerdo de . 
Além disso, 	]ð  	F  		D	F  	F  	F  	]ð. 
Assim ]ð  â. 
Finalmente,  
Φíñ  kzíñm]ð  -]ð:   ,   FFD, ¿À ÁB; F  ¾. 







Portanto Φ é sobrejectiva. 
Provámos pois que Φ é um isomorfismo. 
 
Proposição 4.3.2  Seja  um semigrupo inverso. Temos que 
                                                            N h ©Ω  ©â é um mergulho. 
                                                                       Ú, ]  ]  
Demonstração: Sendo Ω um subsemigrupo do produto directo Ý   é claro que 
©kΩm 1 ©kÝm  ©km. Por outro lado, uma unidade / de â tem de ser uma aplicação 
total já que existe r  em â  tal que /r  r/  1L , logo ©kâm  ©km. Então N  está bem 
definida e é claramente um morfismo. 
Provemos que N é injectiva. Sejam Ú, ], Ú, ]  ©kΩm. Então dados 	, 




Tomemos 	  Ú
Ú









, pelo que Ú
  Ú
, para qualquer 
  . Logo Ú  Ú.  
Portanto N é um mergulho. 
 
Definição 4.3.3  Um semigrupo ortodoxo  diz-se quase-factorizável se para todo o 
5   existe    e Ú, ]  Σ tal que 5  ].  
 
Atendendo aos dois últimos resultados concluímos que se um semigrupo inverso é quase-
factorizável como ortodoxo também o é como inverso. De facto, se 5   então existem Ú, ] Σ  ©kΩm e    tal que 5  ], donde 5  kzím]  ©k°m.  
 
Lema 4.3.4  Seja   um semigrupo regular, Ú  uma translação esquerda de   e ]  uma 
translação direita de . Seja 5  . Então, Ú5]  Ú5]. 
Demonstração: Tomemos 5o  s5. Temos que  
Ú5]  kÚ55n5m]  kÚ55n5m]  Ú55n5]  Ú55n5]  Úk55n5]m  Ú5]. 
 







Teorema 4.3.5  Um semigrupo ortodoxo  é quase-factorizável se e só se é imagem 
homomorfa de um produto semidirecto de uma banda por um grupo e este morfismo separa 
idempotentes. 
Demonstração:   Seja   um semigrupo ortodoxo quase-factorizável com banda de 
idempotentes S. Sejam Ú, ]  Σ e   S. Definimos 
ô,í  Ú]D. 
Iremos, em primeiro lugar, verificar que com esta lei fica bem definida uma acção do grupo Σ 
em S: N h Σ i  ': S 
                                                                   Ú, ]   S 2 S 
                                                                                       Ú]D 
Temos que Ú]DÚ]D  Ú]D]]D  Ú]D  Ú]D  Ú]D , logo Ú]D  S e portanto a nossa aplicação está bem definida. 
Consideremos também , ²  Σ. Temos  
¶ ô,í ·,¼  Ú]D ,¼ Ú]D²D 
 Ú]D²D  Ú²]D  ô,¼í . 
Falta ver que dado Ú, ]  Σ, a aplicação  S 2 S     é um automorfismo. 
                                                                            Ú]D 
Sejam , P  S, então  Ú]DÚP]D  Ú]D]P]D  ÚP]D  ÚP]D. 
Como Ú e ]D são injectivas, Ú]D  ÚP]D implica   P. Dado P  S, tomemos ÚDP]  S 
então ÚÚDP]]D  P. Notemos que dado Ú, ]  Σ temos ÚD, ]D  Σ. 
Portanto Σ actua sobre S. Por conseguinte podemos falar no produto semidirecto S  Σ. 
Consideremos agora a aplicação å h S  Σ i    . 
                                                         , Ú, ]  ]  
É  trivial  que  å  separa  idempotentes  pois  a  aplicação -k, <L, <Lm:   S. 2 S  é uma  
                                                                                                           k, <L, <Lm   
aplicação injectiva. 
 
Sejam , o  S e Ú, ], Ún, ]n  Σ. Temos, 
¶k, Ú, ]mkn, Ún, ]nm· å  õ · nô,í , Ú, ]Ún, ]nö å  k · Ún]D, ÚÚn, ]]nmå 
  · Ún]D]]n  k · Ún]D]m]n   · Ún]n  k]nm]n  ]n]n 
 k, Ú, ]må kn, Ún, ]nmå. 
Logo å é morfismo. 







Assim   é imagem homomorfa do produto semidirecto da banda S  pelo grupo Σ  e esse 
morfismo separa idempotentes. £ Seja   um semigrupo ortodoxo e N h S   i  um morfismo sobrejectivo que separa 
idempotentes onde  é um grupo que actua sobre a banda S. Como N é sobrejectiva, todo o 
elemento de   é da forma P, FN  para algum P, F  S   . Para todo o elemento B   
definimos uma aplicação ÚÍ h  i  por ÚÍkP, FNm   PÍ , BFN, para todo o P  S e F  . 
Verifiquemos que ÚÍ é uma translação esquerda de . 
Sejam P, F, P´, F´  S    e suponhamos que P, FN  Pn, FnN . Então P, F  H Pn, Fn 
pois por hipótese N separa idempotentes. Isto implica que P R Po e portanto PÍ  R PoÍ . Temos 
então que  
ÚÍkP, FNm  k PÍ , BFmN  ¶k PnÍ PÍ , BmP, F· N  k PnÍ PÍ , BmN P, FN 
 k PnÍ PÍ , BmN Pn, FnN  ¶k PnÍ PÍ , BmPn, Fn· N  k PnÍ PÍ PnÍ , BFnmN 
 k PnÍ , BFnmN  ÚÍkPn, FnNm 
o que implica que ÚÍ está bem definida.  
Temos também   
ÚÍkP, FN Pn, FnNm  ÚÍ ¶kP, FPn, FnmN·  ÚÍ ¶kP · PnÎ , FFnmN·  
 ¶ kP · PnÎ mÍ , BFFn· N  k PÍ PnÍÎ , BFFnmN  ¶k PÍ , BFmP´, Fn· N 
 k PÍ , BFmN P´, FnN  ÚÍkP, FNm Pn, FnN 
e portanto ÚÍ é translação esquerda de .  
Analogamente ]Í h  i   definida por kP, FNm]Í  P, FBN  está bem definida e é uma 
translação direita de . Note-se que a definição de ]Í não é dual da de ÚÍ.  
Por outro lado, o par ÚÍ, ]Í  Ω pois  
P, FN ÚÍkPn, FnNm  P, FN k PnÍ , BFnmN  ¶P, Fk PnÍ , BFnm· N  kP · PnÎÍ , FBF´mN 
 kP, FBPn, FnmN  P, FBN Pn, FnN  kP, FNm]Í Pn, FnN. 
Consideremos agora o par ÚÍ , ]Í  Ω. Temos que  kÚÍ, ]ÍmkÚÍ , ]Ím  ÚÍÚÍ , ]Í]Í. 
Ora,  
ÚÍÚÍkP, FNm  ÚÍ õ¶ PÍ , BDF· Nö  ¶ PÍÍ , BBDF· N  P, FN  
e kP, FNm]Í]Í  kP, FBNm]Í  P, FBBDN  P, FN 
logo ÚÍÚÍ  1L. Analogamente ]Í]Í  1L. 
Portanto, kÚÍ, ]ÍmkÚÍ , ]Ím  kÚÍÚÍ , ]Í]Ím  1ΩL. 







Por hipótese N h S   i  é um morfismo sobrejectivo logo para todo o elemento 5   existe , B  S   tal que , BN  5. Então 5  , 1N]Í e portanto  é quase-factorizável. 
 
Observemos que neste teorema não podemos deixar cair a condição do morfismo separar 
idempotentes ao contrário do que se passa no caso inverso. Um exemplo deste facto é 
apresentado por Hartmann em Z3[. 
 
No próximo resultado relacionamos monóides ortodoxos factorizáveis e semigrupos ortodoxos 
quase-factorizáveis. 
Teorema 4.3.6  Seja t  um monóide ortodoxo factorizável. Então t\©t  é um 
semigrupo ortodoxo quase-factorizável. Recíprocamente todo o semigrupo ortodoxo quase-
factorizável é desta forma. 
Demonstração: Seja t um monóide ortodoxo factorizável e consideremos   t\©t. 
Claramente   é um subsemigrupo ortodoxo de t . Seja   ©t e consideremos ]ã:  i  
definida por 5]ã  5  e Úã :  i  definida por Úã 5  5  translações direita e esquerda, 
respectivamente, de .  
Verifiquemos em primeiro ligar que ]ã e Úã  estão bem definidas, isto é, que 5, 5  . 
Sabemos que 5 3 ©t e, com vista a um absurdo, vamos supor que 5  ©t. Como t é 
monóide factorizável existem   t e g  ©t tais que 5  g. Sendo  5  ©t existe 	  ©t tal que 5	  	5  1. De 	5  1 obtemos 	g  1 com 	, g,   ©t, donde   	DDgD  ©t. Como     ©t obtemos   1. Então 5  g  ©t, o que é 
absurdo. Logo 5 3 ©t. 
Analogamente 5   e, portanto, ]ã e Úã  estão bem definidas. 
Vejamos que ]ã é translação direita e Úã  esquerda. Sejam 	, 
  . Temos  Úã 	
  	
  	







logo ]ã  é translação direita e Úã translação esquerda. Como para quaisquer 	, 
    temos 	Úã
  	
  	]ã
  concluímos que Úã , ]ã  é uma bitranslação. Notemos que dados , g  ©t temos ÚãÚä  Úãä e ]ã]ä  ]ãä, pelo que é imediato demonstrar que Ú ã , ]ã 
é o inverso de Úã , ]ã . Logo Úã , ]ã  Σ. 
Seja 5  . Por t  ser monóide ortodoxo factorizável existem   t e   ©t tais que 5  . Temos   t e   1u (caso contrário 5   3 ), logo   . Então, uma vez 







Recíprocamente seja  um semigrupo ortodoxo quase-factorizável. Tomemos t   ,  Σ, 
estendamos a multipliação de   e de Σ  a t  e, para 5    e Ú, ]  Σ , definimos 5 ·Ú, ]  5] e Ú, ] · 5  Ú5 . Verifiquemos que esta multiplicação é associativa. É claro que 
entre elementos apenas de  ou apenas de Σ a multiplicação é associativa. Para vermos o caso 
geral consideremos 5, 5   e Ú, ], Ú, ]  Σ. Temos então de considerar seis casos 
possíveis: 
- 55 · Ú, ]  55]  55]  5k5 · Ú, ]m; 
- k5 · Ú, ]m5  5]5  5Ú5  5Ú, ] · 5, pois Ú, ] é bitranslação; 
- (Ú, ] · 55  Ú55  Ú55  Ú, ] · 55; 
- kÚ, ] Ú, ]m  ·  5    ÚÚ, ]]  ·  5    ÚÚ5   ÚÚ5    Ú, ] · Ú5       Ú, ]Ú, ] · 5; 
-   Ú, ] · 5 Ú, ]    Ú5 · Ú, ]    Ú5 ]   Ú 5]    Ú, ] · 5]      
  Ú, ]5 · Ú, ]; 
- k5 · Ú, ]m Ú, ]    5] · Ú, ]    5] ]   5 ]]  5 · kÚÚ, ]]m     
  5 · kÚ, ]Ú, ]m 
 
logo a operação é associativa.  
Claramente a identidade de  Σ, que é <L, <L, é identidade de t, donde t é monóide.  
Como  é ortodoxo e Σ é um grupo todo o elemento de t   , Σ tem um inverso pelo 
menos, logo t  é regular. Quanto aos idempotentes de t , é claro que t   ,-<L, <L. é uma banda com identidade. Portanto t é um monóide ortodoxo. 
Resta provar que t é factorizável. Calculemos ©t. Seja 	  ©t. Então existe 
  t tal 
que 	
  <L, <L , pela definição do produto em t , temos de ter 	  Σ . Logo ©t     Σ. Resta pois provar que t  tΣ. Seja 	  Σ, então 	  1u	 em Σ 1 t. 
Tomemos 	  . Como  é quase-factorizável existem    e Ú, ]  Σ tal que 5  ]. 
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